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I. Premieres applications du th^oreme de Oauohy. 

351. La plapartdes rdsultats obtenus dans la premiere Partie de 
ce Traite, resultats que nous avons groupes sous le nom de Cal- 
cul differentiel, ont ete ddduits de la definition de la fonction d u, 
au moyen d'identit^s analytiques qui, cette definitioa une fois 
donn6e, s'offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous 
sommes guere ^cartes de cette voie que pour etablir (n 94), en 
nous appuyant sur le theorSme de Liouvillej Fegalite 



a] 

=pa pu 
* ^ 



T. et M. - III. 
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et quelques points de la theorie de la trans formation, ou pour 
introduire, en nous appuyant sur le th^oreme de Laurent, les 
fonclions $ de M. Hermite (n 03 274-277) et en etablir la pro- 
priete fondamentale, et encore, tout en rattachant a cette pro- 
priete les theoremes d'addition des fonctions 2r, avons-nous pris 
soin d'etablir directement (n os 285, 286) une identic dont ces 
theoremes se deduisent sans difficulte. C'est maintenant une voie 
toul autre que nous allons suivre : quelques propositions de la 
theorie des fonctions d'une variable imaginaire vont nous con- 
duire rapidement a des theoremes capitaux concernant les fonc- 
tions doublement periodiques. 

Liouville, dans un cours professe au College de France (*) 
en 1847, a f n ^ ^ a theorie des fonctions elliptiques sur le theo- 
reme que nous avons fait connaltre au n 84 et qu'il a commu- 
nique a 1' Academic des Sciences en i844- 

Anterieurement a Liouville et concurremment avec lui (-), Cau- 
chy a montre tout le parti que Ton pouvait tirer de son calcul des 
r^sidus pour obtenir les developpements en serie relatifs aux fonc- 
tions elliptiques. D'ailleurs, la proposition du n 35, dont le theo- 
rme de Liouville est une consequence immediate, lui appartient. 

En appliquant, comme nous allons le faire, a la theorie qui nous 
occupe, les propositions fondamentales de Cauchy sur les inte- 
grales prises entre des limites imaginaires, nous allons retrouver, 
avec d'autres, les theoremes generaux etablis par Liouville. 

Dans cet ordre d'id^es, M. Hermite a obtenu une proposition 
que Ton trouvera au n 3S8 et qui domine en quelque sorte la 
theorie des fonctions doublement periodiques. 

Le lecteur ne manquera pas d'observerque les propositions que 
nous allons etablir auraient pu etre prises comme point de depart : 
c'cst ce qu'ont fait Briot et Bouquet dans les deux Editions de leur 
Traite des fonctions elliptiques ( 3 ). 



(*) Ce cours a et6 reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVIII du Jour- 
nal de Crelle. 

( 3 ) Voir les Comptes rendus de 184 3 et i84^. 

() Paris, Mallet-Bachelier et Gauthier-Villars (i" Edition, 1869; 2 e edition 
1875). 

II convient aussi de signaler les importants Me*moires que ces deux Geometres 
ont publies dans le Journal de I'fieole Polytechnique (1866)* 
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352. Voici le tlieoreme de Cauchy sur lequel nous nous ap- 
puierons principalement : 

L? integrate, prise le long d'un contour simple parcouru 
dans le sens direct, d'une fonction univoque d'une valuable 
imaginaire } reguliere en tons les points du contour et de Vaire 
qifil renferme, sauf en des points isoles, en nombrefini, non 
situes sur le contour, est egale auproduit par 2 IK de la somme 
des residus relatifs aux points singuliers. Cette somme est 
nulle si la fonction est holomorphe sur le contour et a Vinti- 
rieur du contour. 

Ce theoreme va etre applique a une foricLion univoque F(w), 
reguliere en tout point du plan, sauf en des points singuliers que 
nous supposerons etre des p61es ; en nombre fini dans toute por- 
tion finie da plan. Nous prendrons pour contour le parallelo- 
gramme dont Jes sommets sont w > Wo+2<o u w + 2Ci) { -{- 20)3, 
U Q + 2<o 3 ; # est un point qaelconque, choisi toutefois de inaniere 
que les p61es de F(u) ne soient pas surles cotes du parallelogramme ; 
les quantites a) l3 o> 3 sont telles que la partie reelle du rapport -A 
soit positive; nous continuerons (n 86) d'appeler ce parallelo- 
gramme : parallelogramme des periodes. 

Pour parcourir le contour de ce parallelogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variable reelle t croisse de o a i, 
d'abord dans Fexpression z/ +acoiJ, puis dans 1'expression 
UQ+ 2to, + 20)3^, ptiis qu'elle d^croisse de i a o dans les expres- 
sions + 20)3+ acM, u$+ 2to 3 ^; nous rencontrerons ainsi les 
sommets du paraMogramme dans 1'ordre specific plus haut, et, a 
cause de I'bjpoth^se faite sur le rapport . nous aurons par- 
couru son contour dans le sens direct. 

D'apres cela, le theoreme de Cauchy nous donnera l^galite 
fondamentale 



20)3 r 

/0 



oii SR designe la somme des residus relatifs aux p6Ies de la fonc- 
tion F(w) a rinterieur du parallelogramme des pgriodes, 
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353. Avant d'aborder noire objet principal, nous ferons une 
application de ce theoreme, qui en montrera la portee. 

Lafonction univoque (M) n'admetdans le parallelogrammedes 
periodes qu'un p61e, congru a o 5 modulis 20.,, 2to 3 , et le rdsidu 
relatif a ce pole est i , cornine il resulte de la formule (II 2 ). D'ail- 
leurs, il resulte de la formule (Vis) que 1'on a 



20)34-20)!?)= 27)3, 
( M 4- 20),} ( Z40-+- 2 &>1 -f- 2 W 3 *) = 27)! ; 



Pegalite fondamentale nous donne ainsi, et de la faQon la plus 
aise, la relation du n 108, 



TCI 





. Arrivons main tenant a la theorie des fonctions doublement 
periodiques et rappelons d'abord que nous entendons toujours 
par la des fonctions univoques, n'admettant pas d'autre singula- 
rit^ que des poles. Les periodes seront toujours designees par 2 o) H 

a moins qu'on ne pr6vienne du conlraire; elles seront regar- 



dees comme donnees, et la partie reelle du rapport -^\ sera sup- 



positive. 

) est une fonction doublement periodique, le premier 
membre de Pegalite fondamentale (n352), ou Ton remplace F(a) 
par f(u) est evidemment nul. Done : 

Lasomme des residus d" une fonction doublement ptriodique, 
a Vinterieur du parallels gramme des periodes , estnulle. 

II n'existe pas de fonction doublement periodique n'admettant 
qu'un pole simple dans le parallelogramme des periodes. En ef- 
fet, le r6sidu de ce p61e devrait ^tre nul; le pole n'existerait pas; 
la fonction serait entire; elle se reduirait a une constante (n 84). 

355. La d^riv^e logarithmique d'une fonction doublement pe- 
riodique f(u] est elle-meme une fonction doablement periodique. 
Mais la somme des residus de la fonction * . u l est la difference 
entre le nombre des z^ros ( 1 ) et le nombre des poles de la fonc- 

( 4 ) Un zero (ou une racine) d'une foactioa f(u) est une valeur de u pour 
laquelle cette fonction est nulle. 
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tion/(w) ? chaque zero ou chaque pole etant eompte autant de 
fois qu'il y a d'unites dans son ordre de multiplicite. Done : 

A Vinterieur du parallelogramme des periodes, une fonc- 
tion doublement periodique a autant de se?*os que de poles, 
les zeros et les poles etant comptes comme onvientde L'expliquer. 

356. Appliquons encore Pegalite fondamentale du n 3o2 a la 
fonction 



en d^signant toujours par f(u) ane fonction doublement perio- 
dique. Arint&ieurdu parallelogramme des periodes, la somme SA 
des residus de cette fonction sera la difference entre la somme des 
zeros et la somme des poles de la fonction f(u)\ chaque zero ou 
chaque p61e doit figurer dans la somme autant de fois qn'il y a 
d'unites dans son ordre de multiplicite. 
On a immediatement 



en sorle que le premier membrede Tegalite fondamentale de\ient 



ou encore 



r l 

j / 

V 



C f (o-*- w) ^ 
I ^-^ - r rfa - 
/(ao+a) 



Les deux integrates qui figurent dans cette expression sont recti- 
lignes; elles sont respectivement 6gales a quelqu^une des d^ter- 
minations des quantites 



/Co) 



t 
g 



puisque la fonction /(M) admet les periodes 2(i> 4 , 20)3, chacun 
des logarithmes est ^gal a un multiple entier de 2 TCI. Done : 
A I' interieur du parallelogramme des p&riodes, la somme 
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des zeros d j une fonction doublement periodique, diminuee de 
La somme des poles, est congrue a zero, modulis 2co 2co 3 . 

Ce theoreme est du a Liouville. 

357. Comme les poles de la fonction doublement periodique 
f(u) C, ou G designe une constante, coincident avec les p61es 
de la fonction doublement periodique f(u)< on voitque le nombre 
des racines de Pequation f(u) = C, contenues a 1'interieur du 
paralleiogramme des periodes, est egal au nombre des p61es de 
f(u], et que la somme de ces racines est congrue a la somme des 
poles de/(&). Cette somme des racines, si 1'onnetientpascompte 
des multiples entiers des periodes, est done, comme leur nombre, 
independante de C ('). 



II. Decomposition des fonctions doublement periodiques 
en elements simples. 

3o8. On doit a M* Hermite ( 2 ) une formule capitale qui donne 
1' expression de toutes les fonctions doublement periodiques* En 
raison de son analogic avec la formule de decomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples, il convient de donner a 



(*) On observera que liquation f(u) = z definit u comme fonction implicite 
de 3. En se reportant a la the'orie des fonctions implicites, on, ce qui revient au 
meme, a la theorie du retour des suites, on apercevra immediatement la verite 
de la proposition suivante. Supposons marque's, dans le plan qui sert a figurer la 
variable s, les points dont les affixes sont les valeurs de /() pour les racines 
de 1'equation f'(u) = o, et considerons une aire (A) limitee par un contour 
simple et ne contenant aucun de ces points : si z appartient a Faire ( A) et si z/ 
est une racine de liquation f(u) = s (t , il existe une fonction (et une seule) 
u = ?(s), se reduisant a u pour z = ^ 0? holomorphe dans (A), et qui est telle 
enfln que 1'on ait identiquement, dans cette aire, 



II y aura, dans 1'aire (A), autantde fonctions holoraorphes, distinctes entre elles, 
ouissant de cette derniere propn^td, que la fonction /( u) a de p61es. Elles se re- 
duiront, pour s = .c , aux valeurs des racines de liquation f(u) = z > A 1'une 
quelconqae d'entre elles on peat ajouter d'ailleurs 2/nw^ 27ito 3 ou m ein sont 
des entiers quelconques, sans que la derniere relation cesse d'avoir lieu. 

( s ) Note sur la Theorie des fonctions elliptiques ajoute"e a la sixieme edition 
du Traitede Calcul differentiel et integral de Lacroix. 
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cette formula le nona de decomposition d'une fonction perio- 
dique en elements simples. C'est la fonction ^u qui vay jouer le 

role d'element simple, le meme role que joue la fonction - dans 
la theorie des fonctions rationnelles. 
Consid^rons la fonction 



ou /(} est nne fonction doublement perlodique, et ou x designe 
pour le moment une constante quelconque; on aura 



si done on applique a la fonction F(w) Fegalite fondamentaie, on 
voit que la somme de ses r^sidus a Finteriear da parallelogramme 
des periodeSj multipliee par az, est egaie a 



/ /(Bo-Haw!*)^ 4iiio> / f(uQ 

t/o ^0 



et que, par consequent, elle est independante de x. 

Si ? maintenant, Ton d^sigae par a Fun quelconque des poles 
de la fonction /(M) et par a Fordre de multiplicity de ce pole, 
on aura, aux environs du point a, un developpement de la 
forme 



ou 9 (A) designe une s6rie entiere en A, oia A, Aj , . . . , A a _, sont 
des constantesj ou enfin D, D (2) j . . ., D^*-^ sont des symboles de 
derivation par rapport a A. On a d'aiileurs, aux environs du mme 
point a, 



en d^signant par *Q(x a), *(# a), . . - les d6riv6es succes- 
sives de ^a par rapport a u } dans lesquelles on a remplac^ u par 
x a. Le residu de la fonction F()=jf(M) (# &), relatif 

au p61e a, c'est-a-dire le coefficient de ^ dans le dSveloppemenl 
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de/(a + A) JJ(# tf A), ordonne suivant les puissances crois- 
santes de A, est done 

AJ;(o? - a) -i- A^'O* - ) -K + Aa-ifl*- 1 '** ) 

Les residus de la fonction F(w), relatifs aux divers p6Ies de 
/(w) 7 s'obtiendront de la mme fagon; mais cette fonction F(w) 
admet encore comme poles les p61es de (# M). Dans le paral- 
lelogramme des periodes, ces p6les se reduisent & un seul, a savoir 
le point congruent a x ; ce p61e, pour la fonction ^(x K), est 
simple et son rsidu est i ; le residu correspondant de la fonc- 
tion f(u) s(^ ) sera done /(#) 

Ainsi, la somme des residus de la fonction F(), a I'mterieur 
du parallelogramme des p6riodes, est egale a 



A'," f l -,) 



oil les poles distincts, a 1'inlerieur du parallelogramme des pe- 
riodes, sont designes par a {J a*< . . ., a t , . . , , a v , ou a d^signe 
Pordre de mnltiplicite du p61e a o ou enfin A (z ' } , Af*, . . ., AL t 
designent des constantes qui dependent, coinme'on Fa esplique, 
du d^veloppement de la fonction f(a L -h A), suivant les puissances 
ascendantes de h. 

Cette somme ne depend pas de x] en la designant par C, et en 
remettant enfin u a la place de # ? on voit que toute fonction dou- 
blement p^riodique/(w) peut ^tre mise sous la forme 



C'est la formule annoncee. Reciproquement, une expression telle 
que le second membre, lorsqu'on y remplace u par u + 2d) i9 ou 
par M + 2co 3 , se reproduit augmentee du produit de 27i n ou de 
27} 3j par la somme des residus A fiJ + A (2) + ...+ A (v) relatifs aux 
p61es du parallelogramme. Elle sera done une fonction double- 
ment periodique si la somme des residus est nulle. Nous savions 
d&ja que cette condition est necessaire. 

3S9. Nous feronsj sur cette formule, quelques observations. 



APPLICATIONS DU THfcORfcHE DE CAL'CHY. 9 

On a sappos^, pour Tetablir, que les poles de la fonction dou- 
blement periodique /(a) etaient situes a Finterieur d'un meme 
parallelogramme des periodes ; mais il est clair que si ? dans le se- 
cond membre, on substitae aux nombres a t des nombres qui leur 
soient respectivement congrus, modulisiui, 2cu 3 ,onalterera tout 
au plus la constante C; d 7 ailleurs (n 78), aux environs de deux 
poles congruents a/, a, les developpements de la fonction f(u) 
suivant les puissances ascendantes de u a h u a\ sont iden- 
tiques; on pourra done appliquer la formule de decomposition a 
un systeme quelconque de pdles de /(&), pourvu que ce systeme 
comporte un representant et un seul de chaque pole de/(); on 
obtiendra la meme forme avec les memes coefficients; la con- 
stante C pourra seule tre changee. 

II est d'ailleurs bien aise de voir que, sauf la substitution insi- 
gnifiante qui consiste a remplacer quelques poles par des points 
congruents et a changer alors la constante additive, la decompo- 
sition d'une fonction doublement periodique en elements simples 
ne peut se faire que d'une facon. S'il y avait, en effet, deux telles 
decompositions, la difference entre les deux expressions compor- 
terait quelque pole. 

Les propri(Hes de la fonction w, qui sont intervenues dans la 
demonstration, sont les suivantes : cette fonction se reproduit a 
des constantes additives pres, quand on ajoute les periodes a Tar- 
gument; elle n'a qu'un p61e simple dans le parallelogramme des 
periodes; ce p61e est congru a zero, modidis 2o> 1? 2co 3 ; le residu 
correspondant est un. Les deux premieres proprietfe sont les 
plus essentielles; le lecteur apercevra de lui-meme les legres mo- 
difications qu'il y a lieu de faire subir a la formule quand on sub- 
stitue a la fonction ^(&)une autre fonction qui poss&de seule- 
ment les deux premieres propri^tes. 

Lorsqu'une fonction doublement periodique sera decomposee 
en elements simples, on pourra Tin tegrer; les lermesen^ 7 ^ a), 
(u~ a), ... s'integrent immediatement; quant a (** <z), 
c'est la derivee de log<r(a a], 



360, Une fonction doublement periodique est dite dti 
ordre lorsqu'elle a, dans le parallelogramme des periodes, 
n pdles (ou n zeros). Chaque p61e (ou chaque zero) doit tre 
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cornpte autant de fois qu'il y a d'unites dans son ordre de mul- 
tiplier te. 

II n'y a pas de fonction doublement periodique du premier 
ordre. 

La formule de decomposition en elements simples met en evi- 
dence ^existence de fonctions doublement p&riodiques de tous 
les ordres, a partir du second. 

Les fonctions du second ordre appartiennent a deux types dis- 
tincts suivant que leurs deux p61es sont simples, ou qu'elles 
n'ont qu'un seul pole double. 

Dans le premier cas, les residus relatifs aux deux p61es a { , a 
seront egaux et de signes contraires; la fonction sera de la forme 
C + A[(z/ #j) (K a)]' Si b { est un zero de cette fonc- 
tion, 1'auLre zero sera congru (modulis 2 co i , 2 to 3 ) a a { + a 2 b^ 

Dans le second cas, le rsidude la fonction relatif au p61e unique 
a sera mil, et la fonction sera de la forme C H- Bp(u a). Si b^ 
est un zero de cette fonction ? Fautre zero sera congru a 2 a b^ 
C J est a ce dernier type qu* appartiennent les fonctions 2 (w). 

On voit aussi que si/(w) designe une fonction doublement pe- 
riodique du second ordre, d'ailleurs quelconque, toute autre 
fonclion doublement periodique da second ordre ayant les mrnes 
p61es pourra etre mise sous la forme A-hB/(w), ou A, B sont 
des constantes. II suffira, en effet ? de determiner la constante B 
de maniere que la difference entre cette fonction et la fonction 
donnee n'admette plus qu'un p6Ie simple, et, par consequent, se 
r^duise a une constante. 

On classera de rame les fonctions de chaque ordre. 



III. Fonctions doublement periodiques de seccmde esp^ce. 
Decomposition de ces fonctions en 61toents simples. 

361* M. Hermite ad^sign^ sous le nom de fonctions double- 
ment periodiques de seconde espece les fonclions univoques, sans 
autre singularite que des p61es, qui se reproduisent multiplies 
par des constantes quand on augmente 1'argument d 7 une periode. 
Par opposition, les fonctions doublement periodiques ordinaires 



APPLICATIONS DU THfiORfeME DE CAUGHT. 1 1 

sont dites quelquefois de premiere espece. Nous sous-entendrons 
souvent les mots : doublement p&riodigues. 

Si Ton designe par $(u) une fonction de seconde espce, par 
p. n jji 3 des constantes auxquelles on donnera le nom de multipli- 
cateurs, on devra avoir 

On tire de la, en designant par n^ 3 des en tiers quelconques, 
positifs ou negatifs. 



Si, en particulier, on suppose n { = n 3 = i ; si Ton continue de 
poser 



= 0) 

si, enfin, on d^signe par jjt. 2 Finverse du produit p^ pL 3 , on aura 



II est parfois commode de dire aussi de jjL 2 qu ; il est un multi- 
plicateur de la fonction #(). 

II est clair que, si C d^signe une constante quelconque, 
#(-!- C) d^signera une fonction de seconde espece, ayant les 
mdmes multiplicateurs ^ , [Jt 3 que <?(} ; #( tt), #(C w) seront 

desfonctions de seconde espece, avec les multiplicateurs ? 

r ' r (Jti H 

362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde 
espece est aussi une fonction de seconde esp&ce; les multiplica- 
teurs de la nouvelle fonction sont les produits ou les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premieres. 

Une fonction exponentielle de la forme e clri " c \ ou c et c'sont 
des constantes, est une fonction de seconde espece, dont les mul- 
tiplicateurs sont 2cw i, e- c *. Si Ton se donne une fonction de se- 
conde espece #(M) dont les multiplicateurs soient p { et {JL S , en la 
multipliant par e cu + c ' : on lui fera acquerir les multiplicateurs 



Le premier multiplicateur sera egalal'unite, si Ton determine c 
par la condition 2cco 4 = log^ 7 et cela, quelle que soit la d^- 
termination du logarilhme. 
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Nous dirons d'une fonction de seconde espce qu'elle est re- 
duite si son mulliplicateur relatif a la periode ao> i est gal a 1'u- 
nite. On peut toujours reduire une fonction de seconde esp&ce 
en la multipliant par une exponentielle convenable. S'il arrivait 
que, pour Tune des determinations des logarithmes, on eut 

log Ei == 



il est clair qu'en multipliant la fonction #() par e cu , ou c de- 
signe la valeur commune des deux rapports precedents, on obtien- 
drait une fonction de premiere espece /(#); inversement, $(u) 
s'obtieodrait en multipliant f(u) par e~ eu , et ce cas ne nous four- 
nirait rien cTessentiellement nouveau; nous pourrons done Fecar- 
ter d^s que nous le voudrons. 

II est a peine utile de faire remarquer que tout point congruent 
a un pole ou a un zero d'une fonction de seconde espece est lui- 
meme un p61e, ou un zero, du mme ordre de multiplicite. 

363. La derivee logarithmique d'une fonction de seconde es- 
p^cel(w) est ^videmment une fonction de premiere espece/(w), 
dont les poles sont les zeros et les poles de la fonction ?(z^); 
le residu de chaque pole de f(u) est Pordre de multiplicity du 
z^ro ou du pole correspondant de #(&), cet ordre etant affecte du 
signe + s'il s'agit d'un zero, du signe s'il s'agit d'un p61e : 
done, puisque pour une fonction de premiere espece la somme 
des residus doit tre nulle pour les poles qui appartiennent a un 
m^me parallelogramme, on voit que, pour une fonction de se- 
conde espece, dans le parallelogramme des p^riodes, le nombre 
des pdles doit lire egal au nombre des zeros, chaque p6Ie ou 
chaque zero etant compte autant de fois qu'il y a d'unit^s dans son 
ordre de multiplicity. 

364. La fonction 



ou C, c et & sont des constantes quelconques, n'admet qu'un 
pole dans le parallelogramme des periodes, a savoir le point con- 
gruent a zero; c ? est une fonction de seconde espece, dont les 
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multiplicateurs sont respectivement 



ainsi qa'il resulte des formulas (XXIIf). Ces multiplicateurs peu- 
vent etre identifies a deux nombres quelconques p^ , ^ 3 , en sup- 
posant 



i . i 

- lOgflj, CW 3 -{- K 7|3 = - 

2 '2 



d'ou Ton tire 



a cause de la relation r H co 3 ^30)1 = - Les determinations des 

logarithmes peuvent d'ailleurs 6tre clioisies arbitrairement. 

On observera que U Q n'est congru a zero r modulis 2co<, 2o) 3? 
qae si, pour une determination convenable des logarithmes, on a 



Dans ce cas, la fonction \II>(M) se reduit a tine exponentielle de la 
forme e cu + r . S'il n 7 en est pas ainsi, la fonction \k(u) admet pour 
zero le point U Q et tous les points congruents; elle adinet pour 
poles simples les points congruents a z6ro. 

365. Si Ton suppose que [JL I? {X 3 soient les multiplicateurs 
d'une fonction donnee de seconde espfece, ^( it) ; si Ton determine, 
comme on vient de Texpiiquer, les constantes c et U Q de maniere 
a former la fonclion ife^), les fonctions 



ou C designe une constante, seront des fonctions de premiere es- 
pece, en sorte que ] 'introduction de la fonction ife(w) ramene 
1'^tude des fonctions de seconde espece a celle des fonctions de 
premiere espece. 

Nous allons d'abord dedluire de la la proposition suivante, qui 
est 1'analogue du th^oreme de Liouville pour les fonctions dou- 
blernent p^riodiques ordinaires : 
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En dehorsde la f auction exponentielle e cu + c ', il n* exists pas 
defonction transcendante entiere qui sou doublement perio- 
dique de seconde espece* 

Si, en effet, #(K) est une fonction transcendante entiere, la 
fonction doublement periodique ordinaire #(H)I&( u) ne peut 
avoir dans le parallelogramme des periodes qu'un p61e unique et 
simple, a savoir le p61e de ifc( M); elle se r<duit done a une 
constante G differente de zro. Si U Q n'etait pas congru a zro, 
pour U~UQ la fonction ife( u) serait nulle et le produit 
*&( 11)3(11} ne pourrait elre egal a C, puisque la quantite rf(a ) 
est finie. II faut done supposer que u$ soitcongru i o; c'est le cas 
ou la fonction ifb() se reduit a une exponentielle de la forme 
\ il en est de meme de la fonction $(#). 



366. On voit aussi que, quelle que soil la fonction de seconde 
espece S(u\ si ses multiplicateurs p,^ u$ verifient, pour une d^- 
termination convenable des logarithmes, la relation 



en d'autres termes, si u est congru a z^ro, modulis 2w o 20)3, 
la fonction 3(u) sera le produit d'une fonction doublement p^- 
riodique ordinaire f(u) par une erponentielle de la forme e cu+c ', 
puisque le rapport 



ill (u) 

est une fonction doublement periodique ordinaire, et que I&(M) 
se reduit a une exponentielle; c'est d'ailleurs ce que nous savions 
dja (n 362). Desormais nous ecarterons ce cas. 

Supposons done du$ dififerent de z&ro, nous poserons 



et Ton aura 



La fonction JL>(w) admet le point o pour p&le, et le residu cor- 
respondant est i. On reconnaitais&nentqu'ii n ? existe pasd'autre 
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fonction de seconde espece aux multiplicateurs U] et k u 3? admet- 
tant pour pole simple le point zero et les points congruents, n'en 
admettant pas d'autres, et telle enfin que le residu relatif au 
p6le o soit egal a i. En effet, le rapport d'une telle fonction 
a Jl(#) serait necessairement une constante, puisque ce serai t 
une fonction doublemenl periodique ordinaire sans pole, et Ton 
voitque cette constante doit <kre egale a i, a cause de Thypo- 
these relative aux residus, 

367. Si, maintenant, ?(zj) est une fonction de seconde espece, 
aux mulliplicateurs u,<, a 3? et si 1'on designe par x une conslante 
quelconque, la fonction $(u] &($ u) sera une fonction de pre- 
miere espece; la sorume de seb residus a Finterieur du parallelo- 
gramme des periodes sera nulle. En calculant cetle somme ; esac- 
tement comme on I'a fait pour la fonction f(u]^(x it), on ar- 
rivera a cette conclusion que la fonction #() peut se rnettre sous 
la forme 



c) 



ou a ( , a*, , . ., v designent les poles distincts de la fonction #(#) 
situ^s a Tinterieur du parallelogramme des periodes, ou le nombre 
entier positif a/ est Fordre de multiplicity du pole a^ ou Aaf(u ^}, 
&/ l (u ai), ..., <&>tei~V (u a t ] designent les d^rivees par rap- 
port a u de la fonction &>(u a/) jusqu'a Tordre a { i , ou enfin 
A^j A ( /\ . . ., AUJ_i designent les constantes definies par le deve- 
loppement 



relatif aux environs du pole at] dans ce developpement, qui pro- 
cfede suivant les puissances ascendantes de A : 9(h) designe une 
s6rie entiere en A; D ^, * > D fa i" 1} T designent les dtSriv^es suc- 

cessives, par rapport a h, de j jusqu'a Tordre a/ i . 

La fonction $(u) est ainsi d^composee en elements simples. 
R^ciproquementj une expression telle que le second membre 
de liquation (a), lorsqu'on y remplace u par u + -aw, , u+ 2 o> a , 
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se reproduit muitipliee par p, l5 u 3 , puisqa'il en est ainsi de la 
fonclion A>(u) et de ses derivees par rapport a u. Ce second 
membra represente done une fonction de seconde espece dont les 
mulliplicateurs sont ceux de la fonclion <&o(u). 

368* Cette formule suggere des observations toutes pareilles a 
celles qui ont ete faites au n 359. 
D'abord, si Ton substitue au p61e a t an point congruent 



il est clair, a cause de la relation 



que, dans la formule (a), les nombres A^. A ( />, . . . , A^ -t devront 
elre multiplies par ^"'jx* 8 ; mais, d 7 un autre cote, Fegalite 



montre de suite qne, dans levoisinagedii pfile a( , les coefficients 
du developpement de $(u}, suivant les puissances de u d^ 
s'obtiennent en nmltipliant par ^ p.J 3 les coefficients du develop- 
pement de 3?(w) suivant les puissances de u a/, dans le voisi- 
nage du pole a,. Par consequent, on pourra appliquer la for- 
mule (a) et la regie pour determiner les coefficients en prenant 
pour les points a { , <2 2 , ..-, a v un syst^me quelconqne de poles de 
la fonction ?(&}, pourvu que ce systeme contienne un represen- 
tant et un seul de chaque pole. On voit aussi que, sauf la modi- 
fication que nous venons d'indiquer, la decomposition en ele- 
ments simples nepeuts'effectuerqued'uneseulefagon. On recon- 
nait enfin que les propriet^s essentielles de la fonction ^(w), qui 
servent dans cette decomposition, consistent a admettre les mul- 
tipllcateurs JJL O ^ eta n'avoir, dans le parallelogramme des pe- 
riodes, qu'un pole simple. L'hypothese que ce pole est le point 
zero et que le residu correspondant est i ne sert qu'a simplifier 
la formule. 

369. Quand les mulliplicateurs ^ , [x 3 d'une fonction de seconde- 
espece f(u) sont donnes, il y a une relation entre Jes zros et les 
pfiles. En effet, puisque la fonction $(u) Jl( u) est de premiere 
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espece, dans le parallelogramme des periodes , la somme de ses poles, 
diminuee de la somme de ses zeros, esl congrue a o, modulis 2 a>f, 
2 to 3 . Chaque pole et chaque zero doivent figurer dans chacune des 
sommes autant de fois qu'il y a d'unites dans son ordre de multi- 
plicit^. Comme le p6le de Jk( u) est congru a o, et son zero 
a UQI on voit que la somme des poles de la fonction^(zj) diminuee 
de la somme de ses zros doit tre congrue a U Q ; en d'autres termes, 
en designant un p6le quelconque par a, un zero quelconque par b, 
par S<z, S b les sommes des p61es et des zeros contenus dans un 
parallelogramme, chaque pole et chaque zero figurant dans la 
somme autanl de fois qu'il y a d'unites dans son ordre de multi- 
plicit, on a 



Ce tlieoreme, qui est Fanalogue de celui du n 3oo pour les fonc- 
tions de premiere espece, subsiste si Ton a UQ = o. Oa le retrou- 
verait, ainsi que le theoreme sur Pegalite des nombres de poles 
et de zerosj en appliquant Fegalit^ fondamenlale du n 352 



fonctions it ; >T~~^ c ' est un ca ^ cu ^ < I ue nous aurons I'occa- 



sion de developper bientdt dans un cas plus general, 

370. Le nombre des zeros d'une fonction de seconde espece 
^tant gal au nombre de ses poles, on peut classer les fonctions 
de seconde espece, comme celles de premiere, d'aprs le nombre 
de leurs p61es. Une fonction de seconde espece qui a n poles ou 
n zros est dite du n ikme ordre. La formule de decomposition en 
elements simples met en Evidence Texistence de fonctions de se- 
conde espece de tons les ordres. <&>(u) est une fonction de seconde 
espece, du premier ordre. 

371. Cette fonclion &>(u) joue un role considerable dans la 
th&jrie des fonctions doublementperiodiques. SignaloBs quelques 
cas parti culiers. 

Si la fonction <&>(u) est reduite, elle jouera le r6le dement 
simple pour les fonctions reduites; on a alors, puisqu'on pent 
supposer log p.* = o, 



_ 
T.etM.-m. 
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la fonction JU(w) se presentera done sous la forme 

0(1*00 = 
ou encore, en posant 



u u 

5 r = - 



sous la forme 



372. Considrons encore le cas ou les multiplicateurs JJL<, [A 3 
d'une fonction de seconde espce seraient des racines n * mes de 
Tunite, ea sorte que la puissance 7i^ me de cette fonction seraitune 
fonction doublement periodique ordinaire. Soient, par exemple, 
en designant par/?, q des nombres entiers non divisibles tous les 
deux par ;z, 



2 (/ TC * 

= e ~" 



nous designerons, dans ce cas, 1' Element simple par <&>p,q(u) ] on 
trouvera sans peine 



\ 

il sera lui-meme la n^' me racine d'une fonction doublement perio- 
dique ordinaire. 

Dans le cas ou 72 2, on peut prendre, pour le systeme de 
nombres entiers (/?, y), les trois systemes (o, i), (i 3 o), (iji)j 
et Ton retombe ainsi SUP les fonctions f a o(w), qui sont, en effet, 
relativement aux periodes 20)1 , ao3 3? doublement pdriodiques de 
seconde espee, avecles multiplicateurs : i Les fonctions &prf(u) 
sont done, comme le remarque M. Kiepert, qui a montre lenr rdle 
dans la tlieorie de la multiplication et de la transformation, la ge- 
neralisation immediate des fonctions L ( a}. 



373. Les propri^tfe suivantes de ces fonctions resultent i 
dialement de leur definition, des proprietes ^lementaires de la 



APPLICATIONS DU THfiORta DE CAUCHY. 1 9 

fonction da et de la formule (VII< ) : 



nvw)=n[ P - 




/J* 



Getle derniere egalite suppose que n est un nombre impair. 

374. Designons enfin par A>(U) ) ce que devient la fonction 
generale v\>(u) quand on y remplace la constante c par (<>)? 
posons, en d'autres termes^ 



On observera que la derivee logarithmique de X(, z^ ) cst 
gale (VII 3 ) a - - - -; on en conclul aisement que lafonc- 
lion <&>(u, UQ) verifie Fequation differentielle liaeaire 



La fonction ^(w ? w ), consideree conime une fonction de U Q 
merite de fixer un instant Faltention. II suffit de se reporter aux. 
egalites (XII) pour voir qu'elle jouit de la propri6te qu*exprime 

Pegalite 

Q) (a =1,2,3). 



Elle devrait done etre regardee comme doubleraent p^riodique, 
si nous n'avions pas exclu les fonctions, mrne univoques, qui ad- 
mettent des points singuliers essentiels; tel est ^videmment le cas 
de la fonction A(M, U Q ) qui, puisque ^UQ jSgure en exposant, ad- 
met comme points singuliers essentiels tous les poles de # * On 
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observera que, dansle paralUlogramme des periodes, la fonction 

cJU(WjHo), regardee comme une fonction de w > n'admet qu'un 

zero, congru k w, et un pole congru a o (tnodulis 2<o 1? 20)3). 

On recoanait de suite, a cause de Tegalite (VlIO, que Ton a 



XV. __ Fonctions dou"blement periodicities de troisi^me espfcce. 

375. EQ faisant un pas de plus dans la voie que nous venons 
de suivre, nous sommes amenes a etudierles fonctions que M. Her- 
mile a d^signees sous le nom de fonctions doitbtement perio- 
diques de troisieme espece; c'est a ce type qu'appartiennent les 
fonctions rfa, rf a M, *(a), Les fonctions de troisieme espece sont 
dfinies,en general, comme 6tant univoques, comme n'admettant 
aucune autre singularite a distance finie que des p61es, et enfm 
comme satisfaisant aux Equations fonctionnelles 



MI, Nj> M 3 , N 3 6tant des constantes. Ici encore, il est clair que les 
p6les et les zeros de la foncliou W(u) devront se reproduire pe- 
riodiquement. 

376. Les constantes M,,N,,M 3? N 3 ne peuvent 6tre choisies 
arbltrairenient; eneffet( i ), les equations precedentes entrament 
celles-ci : 



et ces demises exigent que Ton ait 



en d^signant par h un entier positif, nul ou n6gatif. 
Dans Texpression de (w-t- 20)^ + 2(o s ), remplagons u par 
et r^solvons par rapport ^ ^F(w + 2<j) 2 ); en tenant 



(*) Cest le m&ne raisoonement qu'au u 92. 
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compte de la relation co< + o> 2 + o> 3 = o, nous aurons 



d'ou Ton conclat qu'on peut ecrire 



en d^finissant M 2 et N 2 par les egalites 

Ml-4-M 2 -t-3l 3 = 0, 



La seconde egalite, ou ft d^signe im entier quelconque, resulte 
aisemenl de ce que Ton a 



2 2 M 8 CO! ( 

Ainsi ? les six constantes Mj , M 2 , MS, Nj, N 2 , N 3 satisfaisant aux 
relations precedents, on pourra remplacer les deux equations 
fonctionnelles qui definissentlafonction W (u) paries Irois equa- 
tions 

(a = 1,2, 3V 



Nous conservons aux quantites e** u+ *** le nom de multiplica- 
rS) deja employe pour les fonctions de seconde espece. 



377. Le produil ou le quotient de deux fonctions de troisieme 
espece est aussi une fonction de troisieme esp&ce; les multiplica- 
teurs de la fonction ainsi engendree sont les produits ou les quo- 
tients des multiplicateurs correspondants des fonctions primi- 
tives. Lorsque le premier multiplicateur e^*" 4 " 51 * esl ^gal & i, la 
fonction est dite reduite, 

Une exponentielle de la forme ^ S -*-B"+ C ? O u A, B ? G sont des 
constantes, est une fonction de troisieme espece; on peut disposer 
de A, B de fagon que le multiplicateur de cette fonction relatif a la 
p^riode 2<o 4 soit precisement e M i M -*- N * ? M\ et Nj etant donnes, D6s 
lors, etant donnee une fonction de troisi&ne espece, on peut la 
reduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme pr- 
cedente. Inversement, toute fonction de troisieme espece peut se 
dduire d'une fonction r^duite, par le ruSme 
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378. Dans line fonction reduile de troisieme espece, on peut 
supposer nuls M, et N t ; M 3 se deduit alors de la relation 



et la fonction doit verifier les equations fonctionnelles 

km 
W( u + 1030 = 1 F( M), Wf it + a wj) = e~^ U+l 5 ^r(M). 

Observons que la coastante N 3 n'a pas grand interet; si, en ef- 
fet, dans les equations precedents, on change u en u + C, en de- 
signant par G une constante quelconque, puis que Ton designe 
par , (u) la foaction ( + C) 3 on voit que la fonction 1 (u) 
verifie les equations 

20)1) = ^i(), 



ce sont les mmes Equations que verifie ^(w), si ce n'est que ,\ :) 
est diminue de - : d'ailleurs. connaissant la fonction WJu], 

OJi 7 ' 

on connaitra la fonction W(w) = ^F, (M C). On peut done sup- 
poser que N 3 ait telle valeur que Ton voudra, par exemple la va- 

lear o 7 ou la valeur - Dans ce dernier cas, les equations 

fonctionnelles quid^terminent la fonction W(M) prennen t la forme 



Ainsi la recherche des fonctions de troisieme espece se ramene 
a celle de la solution la plus generate de cos equations fonction- 
nelles. 

379. Avant d'aborder cette recherche, nous allons etablir, pour 
les fonctions de troisieme espece ^F(w), a multiplicateurs quel- 
conques, deux relations concernant 1'une la difference entre le 
nombre des zeros et celui des poles, 1'autre la difference entre la 
somme des zeros et celle des p61es : analogues a celles qui con- 
cernent les fonctions de premiere et de seconde espece. 

Appliquons d'abord P^galite fondamentale da n 352 a la fonc- 
lion 
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Puisque la fonction ^P(u) n'admet pas d'autre singularile a dis- 
Lance finie que des p61es ? le nombre de poles on de zeros de cetle 
fonction contenus dans le parallelo gramme des periodes sera ne- 
cessairement fini. Designons par a^ a^ . . ., a v d'une part, par 
#o &2? , b 9 d'autre part, les poles et les zeros contenus a Tin- 
terieur du parallelogramme autour duquel on effectue 1'integra- 
tion, chaque pole ou chaque zero ^tant repet^ exactement autant 
de fois qu'il y a d' unites dans son ordre de multiplicite; la somnie 
des residus de la foncdonF(M), a Tinterieur du parallelogramme, 
sera p v. 

Le calcul du premier membre de Fegalite fondamentale pour 

^( u ) = uF/T est ioaniediat; on troupe 2(^1,0)3 M 3 ^i). On a 

*W 
done 

a(Miw 4 MaWi) = 2TCt(? v), 

en sorte que le nombre entier que nous avons designe plus haut 
par h n'est autre que 1'exces du nonibre de zeros sur le nombre 
de poles. 

380. Appliquons le mme theoreme a la fonction 



la somme des residus a Vint^rieur du parallelogramme sera la dif- 
ference d entre les sommes b { + & 2 +-- 
des zeros et des poles, 

On trouve d'ailleurs iminediatement 



F ( UQ 4- 20) 3 ?) F(Z/ 4- 



et, si Ton observe que les integrates 

, 

' 



/^ 

/ 
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sont respectivement des determinations des quantites 



c'est-a-dire qu'elles sont respectivement ^gales a 



20)1 20) 3 

en d^signant par /z h /z 3 des nombres entiers, on obtient 



20)3 



J 

M3 MO ~t~ ^3 -4- 2 713 1C I "I 

0)3H-20)i)Mi 20Ji J 

2 0)i I 

En tenant compte de la relation co 3 Mj toj M 3 ATCJ, on en de- 
duit 

- 2/10)2-4- 2(7130)! Tlj 0) 3 ). 



1TJ 7U 

Dans le cas d'une fonction reduite, M, et N^ sont mils et Ton a 
done, puisque h est egal a ^-r^> la congruence 



(modd.2co l7 20)3). 

381. Abordons maintenant la recherche du tjpe le plus general 
des fonctions de troisieme esp&ce. 

Si la fonction de troisieme espce est -transcendante entiere, 
h d^signe, d'apr^s ce que nous venons de voir, le nombre de 
zeros contends dans le parallelogramme des periodes : c'est un 
nombre entier positif. Quant a d, c'est la somme des zeros. Si 
Ton suppose la fonction reduite, les equations fonctionnelles 
prennent la forme ( *) 

~.J tt +x 



dont on a, comme on Ta d&nontr<$ au n 274 7 la solution la plus 



(*) Cette forme m&ne montre qu'on ne peut supposer h nul ; puisque alors la 
fraction serait de seconde espece et se rdduirait done a une exponentielle 
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generale, savoir 



Nous rappelons que la fonction $(u) cornporte h constantes 
arbitrages A , A H ..., AA_< qui y figurent lineairement, et que 
Ton a 



en snpposant 



* r (tt) = V y 

n 

ou 9, suivant notre habitude, est mis a la place de -- 

? ? ^ 2(Di 

En resume, si Ton se donne les deux p^riodes 20)!, 2a> 3j et le 
nombre A de zeros dans le parallelogramme des periodes, la fonc- 
tion transcendante entiere la plus g^nerale qui soil une fonction 
r^duite de troisieme espece sera la fonction 3>(u + C), qui com- 
porteles A+ 1 constantes A 0? A 1? . . ., Aj&_i, C; la derniere est liee 
a la somnie d des zeros par la congruence 

^===A(w. 2 (1) (modd. 30)1,20)3), 

qui se deduit immdiatement de celle que 1'on a obtenue a la fin 

N tis 

du n 380, en remarquant que C est egal a o) 3 -- AT" 

Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entire la plus 
gen6rale en multiplianl $(w + C) par une exponentielle de la 
forme e Au2+B " ; ou A et B sont des constantes arbitrages; il est 
inutile de prendre cette exponentielle sous la forme e*>*+* u +v^ 
puisque le facteur e^ ne ferait que modifier les constantes arbi- 
traires A , A <? ..., AA_ qui figurentdans $(w-f-C). 

On observera que le th^oreme de Liouville n'a pas ici son ana- 
logue puisque, comme on vient de le voir ? il existe des fonctions 
de troisieme espece, autres que Fexpoaenliellee Al|S+B ' l ' fC , qui sont 
transcendantes entieres. 

382. Le lecteur n'a pas manque de remarquer les proprietes 
importantes de la fonction $>(&) que nous avons obtenues en pas- 
sant. C'est une fonction de troisieme espece dont les multiplica- 
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teurs correspondant aux periodes 2co { , 2to 3 sont respectivement 

km 



cette propriete n'est autre chose que la definition meme de la fonc- 
tion transcendante entiere $(u)l mais nous venons d'apprendre 
en outre que, dans le parallelogramme des periodes, elle a exao 
tement h zeros et que la somme de ces zeros est congrue modulti 
2cOj , 2(03 a A(co { + fc) 3 ) ou, si 1'on veut, a A(0 2 . 

De la premiere de ces deux proprietes on deduit que la fonc- 
tion S a ne petit admettre plus d'un zero dans le paralMogramme 
des periodes, pnisque la fonction $(M), pour A = i, se reduit a 

^ 



" ) * Ce tkeoreme etant le seiil pour la demonstration du- 

] F 

quel nous nous sommes appuy^s sur la decomposition des fonc- 
lions 3 en facteurs, le lecteur a maintenant tous les elements ne- 
cessaires a Tetablissement d'ime tlieorie des fonctions 2r fondee 
uniquement sur les developpements en series trigonometriques 
(n 160) qui les defmissent et sur le theoreme (n 274) de M. Her- 
mite. 

De la seconde de ces proprietes, il resulte que si Ton se donne 
tous les z6ros, sauf un, de la fonction $(u), ce dernier zero est 
determine 

D'ailleurs, on peut construire une fonction $(u} admettant 
A i zeros &,, & 2l .., & A _ t , et cette fonction est dtSterminee a 
un facteur constant pres.En efiet, les Aconstantes A , A i5 ..., A^_ 1 
qui figurent lineairement dans $(} seront liees par A i equa- 
tions qui t dans le cas ou tous les zeros sont distincts, seront 



et qui, dans tous les cas, resteront lineaires en A , A { , . . . , A^ . 
Ces equations adnaettent toujours une solution dans laquelle toutes 
les inconnues ne sont pas nulles et determinent les rapports mu- 
tuelsdes constantes A , A 1? ..., AA.!. On ne peut, en effet, se 
trouver dans le cas d'exception de la thSorie des equations li- 
neaires , car ? si Ton obtenait deux fonctions distinctes $(M), 
*i(w) admettant les A i zeros donnSs, le rapport de ces deux 
fonctions serait visiblement une fonction de premiere espece qui 
n'aurait point de p6le : ce serait done une constante. 
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On voit aussi qu'il existe des fonctions transcendantes entleres 
de troisieme espece, qni admetLent, dans le parallelogramme des 
p&riodes, h z6ros donnes b { , b, . . ., b^ Une telle fonction, si elle 
est r^duite, sera de la forme <( + C), G etant une conslante qui 
satisfasse a la congruence 

/tC==/i(i) 2 d (modd. 2o>j, 2U) 3 ), 

en designant par d la somme des zeros du parallelogramme. On 
choisira pour G Tune des solutions de cette congruence, et Ton 
determinera, a un facteur constant pres, comme precedernment, 
les h constantes qui entrent lineairement dans $(w-t-C) de 
faon que cette fonction s'annule pour h i des zeros donnes, 
par example, pour b { , b^ * . ., bk-\ ; la fonction 4&( w), qui a h 
zeros dans le parallelogramme, s'annule pour b\ -f- C, b -i- C, . . . , 
^_i+C; en designant par 6^ + G son A ieBle zero, on devra 
avoir 

b l _}. c -h 6 2 C + . . .+ 6/,-i ~ C -h b' h -4- C === // w> 
ou 

d -+- A C 4- ^ i>/ 4 = A w 2 , 

d'ou Ton conclut 

b'h bh^-o (modd. '2to 1: 20)3). 

On obtiendrait, d 7 ailieurs, diverses solutions avec des multipli- 
cateurs differents, en prenant pour G les diverses solutions <3e l.i 
congruence. 

383. Nous ferons encore sur Jes fonctions $(w) la remarque 
suivante, qui va nous etre utile tout a Theure. Si Ton y pose 



les fonctions $ r (zf), (/= o, i, . . . A i) prennent la forme 



sur kquelle la propriety fondamentale (LV 2 ) apparait immediate- 
ment ; car, lorsque 1'on remplace u par u + 2 & { , x ne change pas, 
non plus que la somme de la serie, et quand on remplace u par 
u + 2 a) 3) x est remplac par q-x^ en sorte que la s^rie se repro- 
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duit multipliee par 



/ / < 
~ h x~ h = e w i 



384. II est aise de former uae infinite de series, constitutes 
d'une facon analogue aux precedentes et, en particulier, a la plus 
simple de Unites 

<<,(} = V jn B Affft. 

n 

qui jouissent de la meme proprite,'mais qui ne representent 
plus des fonctious entieres. C'est un point tres particulier des 
belles recherches de 3VL Appell sur les fonctions de troisieme es- 
pece ('), que nous allons exposer en disant quelques mots d'une 
de ces fonctions, appelee a jouer le role d'element simple. 

La recherche des fonctions de troisieme espece les plus gne- 
rales peut etre ramenee, comme on 1'a vu au n 378 7 a la recherche 
des fonctions reduites qui satisfont aux equations fonctionnelles 



et nous avons montre an n 379 que h designe I'exc&s du nombre 
de zeros sur le nombre de poles. On prevoitqu'il y aura deux cas 
a distinguer suivant le signe de h. 
Supposons d'abord que h soit positif. 

I 7C 

H est aise, en supposant toujours x = e Wl , de former une sfrie 
qui se reproduise multipliee par q" k x~ h quand on change x en 
q~x et dontla sommerepresente une fonction qui n'admette, dans 
le parallelogramme des periodes, qu'un p61e unique et simple, 

IffW 

congruent au point donne w. Telle sera : si Ton pose y = e Wl , 
la serie 



Cette serie est absolument et uniform &naent convergente dans 
toute region finie du plan de la variable M, qui ne contient 

(*) Annal&s de Vficole Normale $uperiewre } 3* s^rie, t. I, II, III. Voir aussi 
HALPHEN, Traite des fonctions elliptiqueSj t. I, p. 468 et suivaates. 
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aucun des points u pour lesquels on a q- n x y= o, c'est-a-dire 
un des points u = w + 2^0)4 4- 2/1103, ou m designe, ainsi que /z, 
un entier quelconque. La serie garde meme ce caractere dans les 
regions qui contiennent quelques-nnsdeces points, pourvu qu'on 
en supprime les termes qui deviennent infinis. 

Si Ton isole le terme qui devient infini pour u = w, savoir 



y 

J 



on voit dc suite que le residu relatif au pole simple w est T-^-- 
Si Ton pose finalement 



xq 2ft y 

n 

on aura une fonclion de u qui satisfait aux equations fonction- 
nelles, qui admet comme p61es simples les points congrueats air, 
et dont le residu, pour le pole <v, est egal a t . 

38S. Nous aurons a envisager cette fonction F(z, <v) tant 
comme fonction de u que comme fonction de <y. A ce second 
point de vue, il est clair que la fonclion F(z/, cv) jouit de la pro- 
pri^te 



aisj relativement a la seconde periode a (o ti , elle se comporte d'une 
iacon plus compliquee. 
Tout d'abord, ^crivons-la sous la forme 



r i 




puis changeons w en w -I- 20)3, y en y 2 /, ft en n + i, on aura 
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retranchons des deux membres la quantil 



la serie qui figure dans le second membre deviendra 



y 



et, en prenant pour X la valeur q k y h de maniere que le numera- 
leur de la fraction devienne divisible par le denominateur, on ob- 
liendra 1'egalite 



. ir 



en effectuant la division de (q- n x} h +^ J A+I par q- n y, on 
aura finalement 



386. La fonction F(a, tv), envisagee comrae une fonction de z/, 
va nons permettre de construire toules les fonctions de troisieme 
esp^ce qui admettent, dans le parallelogramme des p^riodes, im 
nombre quelconque de poles et un nombre de zeros egal a ce 
nombre de poles augmenle de A unites; elle admet elle-meme un 
pole et h -h i zeros. 

Observons d'abord que les fonctions de u 



sont toutes des fonctions de troisieme espece, avec les ra^mes 
multiplicateurs que la fonction F(w, fp); chacune d'elles n ? a dans 

le parallelogramme des periodes qu'un p6le, inais ce pole est 
j'p* 

double pour ? triple, quadruple, ... pour les fonctions sui- 
vantes. 

Consid^rons maintenant une fonction ( 11) de Iroisifeme esp^ce, 

it 
avec les multiplicateurs i et e CDl a . Soit fp un de ses p61es 
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d'ordre a, en designant par A ime constante choisie de fagon que ? 
dans le dveloppemenl suivant les puissances de s de la fonction 



dans laquelle on a remplace u par w -f- s, le terme en manque, 
on voit que cette fonction n'admettra plus le pole w qu'a 1'ordre 
a i ; on la ramenera de meme a ne plus Tavoir qu'a 1'ordre 
a 2, .... puis a ne plus I' avoir du tout : les fonctions succes- 
sives que Ton formera ainsi seront toujours des fonctions de troi- 
si6me espece, avec les memes multiplicateurs, et les poles autres 
que w ne seront pas modifies. On enlevera ainsi successivement 
tous les poles, et alors il ne restera plus qu\me fonction transcen- 
dante entierede troisieme esp&ce, c'est-a-dire line fonction $(#). 
On conclutde la que, si Ton designe para,, a, ..., a^ les poles 
distincts de la fonction ^(u] dansle parallelograrnmedes periodes, 
par a z le degre de multiplicite du p6le /, on pourra mettre ^'(w) 
sous la forme 



/ 

ou Ton entend que, dans les expressions F, -p ? r^, - > on rem- 
place, apres avoir fait les operations, w par a;. Inversenaent, une 
expression telle que le second membre representera, quelles que 
soient les constantes A 0? . . ., A^ qui figurent dans $ et les 
autres constantes A ( ? A ( / } , . . . , une fonction de troisieme espece, 

, . ,. -^-V+w d ) i Al MI 

avec les muliiphcateurs i et e Wj , avec Jes poles a^ d ordre 
de multiplicity a/(z = r,a, - -,v), et admettant un nombre de 
zeros egal a /i + a i + a 2 + ..--h a v ; tel est aussile nombre de con- 
stantes arbitrages qui y figurent, si Ton regarde les p6les comme 
donnes. 

387. II n'y a pas lieu de s'arr&er au cas oil h est nul puisque 
Ton aurait affaire a une fonction de seconde espece. 

Supposons maintenant h negatif et soit encore W( u) une fonc- 
tion de troisi&me espece avec les multiplicateurs 
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admettant, par consequent, dans le parallelogramme des periodes 
un nombre quelconque de z^ros et un nombre de p6les superieur 
d e fa a ce nombre de zeros. 

Formons les fonctions $(M), F(w, w) qui correspondent au 
nombre A, c'est-a-dire des fonctions de troisieine espece, aux 

multiplicateurs i, e Wl * ', dont la premi&re est une fonction 
transcendante entiere, contenant lineairement h conslantes 
arbitraires A , A H ...,A_/u^ et dont la seconde admet dans le 
parallelogramme des pdriodes le pole unique (P. Les fonctions 



sont de premiere espece, et, pour chacune, la somme des rsidus 
est nulle dans le paralllogramme des periodes. 

Soil a un p61e de ^F(w), d'ordre de multiplicite a, et soit, en 
posant u = a + e et en d^signant par B , B, , . . . , B ot _ i des con- 
slantes, par $(e) une s6rie entiere en s, 



on aura 



oa F f (a), F ff (a), .. . designent ce que deviennent 



quand on j remplace u par a. 
Leresidude la fonction W ( u} $( u), relatif au pole a, sera done 

B *(^) H- Bi<l> f (0) -H. . .+ Da-! *<*-*>(}, 

et, la somme de tous les r^sidus analogues devant etre nulle, on 
aura, en d^signant par a { , <z 2 , . . . , a^ les poles distincts de W(M), 
par a f le degr de multiplicity de a/, une ^galite de k forme 



= o, 
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qui equivaut en realit6 a h conditions, puisque cette 6galite, 
devant avoir lieu quelles que soient les constantes A , A, , . . . , A_A-I 
qui figurent dans $, se decompose en h autres egalites. 

Appliquons le meme tkeoreme a la fonction (w)F(, <r) en 
remarquant qu'elle admet, en dehors des poles de ^(w)? ^ 
u = w de F(w, w) avec le residu ^"(w), et nous aurons 



^^^ 

d'ou, en cbangeant w en it, 



en sorte que la fonction W(u) est decomposee en elements simples; 
on rappelle que FW(a t -, u] designe ce que devient ^ u " w quand 
on y a remplace u par a t , puis w par u. 

388. Cette forme de decomposition, obtenue par le meme pro- 
c^de que les formules des n os 3S8 et 367 relatives aux fonctions 
de premiere et de seconde espece, n'est pas toutefois de la meme 
nature, car c'est le second element de la fonction F(M, w), qui 
joue le rdle de variable, et la fonction F(w, w) n : est pas double- 
ment periodique de troisieme espece par rapport a cet element, 
en sorte que la_ formule trouvee ne met pas en evidence la perio- 
dicite de la fonction W(w); c'est que, en effet, les constantes BSf 1 , 
B^, ... ne sont pas arbitrages, mais doivent verifier les h 
conditions contenues dans l^galite (6). Sous le benefice de ces 
conditions, la periodicit6 apparait, comme le lecteur le recon- 
naitra sans difficult^, s'il veut bien se reporter au n 385, ou. nous 
avons donn Texpression ( ! ) de F(M, w + 20)3). On voit que, 
dans le cas ou h est negatif, si Ton se donne les p61es a/ de la 
fonction ^F(tf), le nombre de constantes arbitraires qui figu- 
rent linairement dans Pexpression de cette fonction est encore 

(!) On n'oubliera pas que h doit toe change" en h, puisque, dans le cas ou 
nous nous placons, h est ngatif. 

T. et M. - III. 3 
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/i + a< + a 2 +...+ a v ; c'est, dans tous les cas, le nombrede zeros 
contenus dans le parallelogramme, en comptant dbaque zro au- 
tant de fois qu'il y a d'unites dans son degre de multiplicite. 



V. Autres expressions propres a repr^senter les fonctions 
doublement periodicities. 

389. Les fonctions doublement periodiques sont susceptibles 
d'etre mises sous d'autres formes particulierement importantes, 
et qui mettent en evidence a la ftfis les zeros et les p61es. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaque p61e ou 
chaque zero repute autant de fois qu'il y a d'unit^s dans son ordre 
de multiplicite. 

Considerons d'abord une fonction de premiere ou de seconde 
espce; elle a dans le parallelogramme des p&iodes autant de p61es 
que de z6ros; designons les premiers par a<, a 3 , . . .,, a V3 les se- 
conds par 6 1? 6 2? . . ., 6 V ; 1st derive logarithrnique de cette fonc- 
tion sera une fonction doublement periodique ordinaire, n'admet- 
tant que des pdles simples; si a^ a^ ... ? a v , d'une part, b^ 
6 2? . . . , & v d'autre part, sont distincts, Vensemble de ces points 
constitue Pensemble des p6les de la derivee logarithmique ; dans 
les autres cas, cet ensemble est constitue par ceux des points a { , 
a 2? . . ., v et ceux des points b\, 6 2 , . . ., b v qui sont distinctsj le 
rsidu correspondant a chacun d'eux est, dans tous les cas, Tordre 
de multiplicity du zero ou du pole de la fonction primitive, affecte 
du signe s'il s'agit d'un pole; de sorte que Ton a, dans tous 
les cas, pour la derivee logarithmique decomposSe en Elements 
simples, Fexpression 



ou C est une constante. La fonction qui admet cette expression 
pour derivee logarithraique est 



ou les zeros et les pdles sontbien mis en evidence. 
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390. Quand on remplace, dans la derniere expression, u par 
u + 2o> a , elle sereproduit multfpliee par e aC a- 2 *ia, en designant 
par d la difference enlre la somme des zeros et la somme des 
poles. L'expression precddente representera done, en general, une 
fonction de seconde espece dont les multiplicateurs p.! et p, 3 se- 
ront donnes par les formules 



d'ou Ton tire inversement 



Ces relations ont ete deja obtenues aux n os 364 et 369. 

391 . Si Ton veut avoir affaire a une fonction doublement pe- 
riodique ordinaire, les quantites Iog[i 1? Iog;a 3 doivent etre des 
multiples entiers de <rd ; en sorte qn'on doit avoir 



et 



la derniere relation a deja ete d&nontree au n 336. 

Comme le rapport de w t a d> 3 n'est pas r6el, la supposition 
entraine les trois 6galites 



en sorte qu'une fonclion doublement p6riodique ordinaire, dont 
les p61es a^ a, .,a v et les zeros 64, 6 2J ? b v verifient la 
relation 



011 n { , /i 3 sont des nombres entiers, aura pour expression 



{ , 
nerale 



A est une constante qui a &li mise a la place de e c '. 

Si les repr&entants ( l ) des pdles et des zros ont &6 : comme 



() On a vu (n 359} qu'il n'aait pas necessaire de prendre les p6Ies ou les 
zeros dans un meme parall6Iogramme y pourvu que chaque p6Ie ou chaque zero 
soit repr^sent^ par utt point congruent a a^ a# . . ., <^ ou b^ d s , . . ., ^ v . 
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on pent toujours le faire, choisis de facon que Ton ait 



1'expression de la fonction doublement periodique sera 
) ~ 



puisque Ton aura alors /i t = /is = o. Cetle formula met en evi- 
dence les zeros, les poles et la double periodicite. 

Toute fonction rationnelle entiere de p u et de p r u est une fonc- 
tion doublement periodique ordinaire n'admettant que le p61e o, 
qui est necessairement multiple; la somme des zeros d'une telle 
fonction est done necessairement congrue a o (modd. 2(0,, 20)3); 
ce resultat equivaut a une proposition due a Abel. On voit n 
outre qu'une telle fonction peul se mettre sous la forme 



392. 11 y a quelque interet a retrouver ces divers resultats et ? 
en oulre, ceux de mme nature qui concernent les fonctions de 
troisieme espece, sans nous appuyer sur la decomposition en Ele- 
ments simples. Le theoreme de Liouville y suffit. 

En designant par a { , a 2 , .. . , a^ les representants des poles 
d'une fonction de troisieme espece, etpar &i, &a fy> l es repr^- 
sentants de ses z^ros, on voit, en se plagant au point de vue du 
n 85, que cette fonction doit etre de la forme 



cela r^sulte du theor&me de M. Weierstrass sur la decomposition 
en facteiirspriinaires, et de ce que les seuls poles et les seals zeros 
de la fonction W(&) doivent etre respectivement congrus, mo- 
dulis acoj, a(o 3? a a^ a^ .. ., <z v et & b^ b$, . . ., 6 p ; g(u) doit 
elre une fonction entiere, transcendante on non. 
Posons, comme nous Tavons dej^i fait, 
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en remplacant, dans ^P(u), u par u + 2to a , el en tenant compte 
des formules XIL> 7 on trouvera hmnediatement 



Si done on veut que la fonction ^*( w ) so ^ une f nct i 011 d e tr i~ 
sieme espece, avec les multiplicaleurs e M(X " +Na , il faut que Ton ait 

g(U + 2CO a ) g(u)-r- hT*i-*r1T i x(hu- i rhtoxd) = M a M -r N a 4- 2 7l a W, 

/2 a etant un entier qui ne peut dependre de u a cause de la conti- 
nuite evidente du premier membre. En prenant les derivees se- 
condes par rapport a zi, on en conclut 



la fonction entiere ' f (u)^ etant doublement periodique, se re- 
duit a une constante; g(u) est done de la forme Xit~+ B 
ou A, B, C designenl des constanles, et Ton devra avoir 



et, par consequent, 



393. II resulte de Tanalyse precedente que toute fonction de 
troisieme espece qui admet les poles a l9 a 2? . . ,, a v et les zeros 
6< , 62, . . , &p peut etre mise sous la forme 



et que 7 inversement, toute fonction de cette forme est une fonc- 
tion de premiere, de seconde ou de troisieme espece. 

ConsidSree comme de troisieme espece elle admet les multipli- 
cateurs e**** 3 **, les constantes M a? N a etant exprim^es au moyen 
de A, B paries formules qui precedent. On en conclul imm^dia- 
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tement les relations 

Ml -f-M 2 4-M 3 = 0, 

NI -hN 3 -f-N 3 = MiC0 1 -f-M 2 W 2 -l-M3(03H- AlCt-f- 2/Z/7CZ, 



ou h 1 est un nombre entier, relations qui sont conformes celles 
obtenues au n 376; on retrouve aussi aisement la relation 



puis, en eliminant B entre les expressions de N< et de N 3 , on ob- 
tient, aprs quelques reductions imm^diates, la congruence 



I 
r*i 



Inversementj si cette relation etla relation MI co 3 MstOj = hiti 
sont verifi^es, on pourra determiner les constantes A, B en fonc- 
tion de M a , N a et 1'on obtiendra Texpression g^nerale 



^ 

a v ) 

dont on s'est donn6 les poles, les zeros et les multiplicateurs 



Le cas des fonctions de deuxifeme et de premiere esp6ce est 
contenu dans ce qui pr^c^de. Pour les fonctions de seconde es- 
pce ? on a Mi = o, M 3 = o, et, par suite, 



pus 

s t0 3 N t 



izi 7:1 



/ JT \ 

(modd. atoi, 20)3), 



en d6signant par p. { et [X 3 les multiplicateurs. Pour les fonctions 
de premiere espece, on a 

p = v, c?^o, (modd. 2co 



En resume, Fanalyse pr^c^dente montre ? d'une part, qu'il 
existe des fonctions doublement periodiques de premiere, de se 
conde et de troisieme espSce, et elle donne, d'autre part, le type 
le plus g6nral de chacune de ces fonctions. 
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394. Enfin, il est aise de former encore, au moyen des fonc- 
tions $ de M. Hermite, 1'expression la plus generale des fonctions 
de troisieme espece qui ont an nombre donne de zros et de p61es. 
Chacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entiere, 
se rapporte, comme on Pa vu, a 1'entier posilif h qui exprime le 
nombre de ses z6ros ; pour garder la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation $(k)(u] ^i representera la fonction 
enti&re la plus generale de troisieme espSce avec les multiplica- 



teurs i, e 

Consid&ons maintenant une fonction 1 F(w) de troisieme es- 
pece, admettant p z^ros et v poles dans le parallelogram me des 
periodes. Nous pourrons former (n 381) une fonction enti&re 
$ (v} ( w + C)j qui admette pour zeros les v p6les de *P(u). La 
fonction W(u]^ L ^(u+C) n'admeltra plus de p61es; elle sera de 
troisieme espece; elle admettra p zeros, les p zeros de 
sera done de la forme 



la fonction ^u sera done de la forme 



Inversement, une telle expression est une fonction de troisieme 
espece admettant v p61es, p zeros et ayant relativement aux pe- 
riodes 2co 1? a ti) 3 les multiplicateurs 



(-}- W 8 ) ~ I 

* 



ou 1'on a encore pose A=p v. Ces multiplicateurs peuvent 
etre identifies avec J****-\ *#+**, si Ton a 



=M 3 , 



en designant par n^ n s des nombres entiers. On tire de la, en eli- 
minant A et B, 



toj) hit i'u> 3 
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Sironserappelle(n 381)quep(o) 2 D),v(o) 2 --C) sont res- 
pectivement congrus (modulis 2Wj, 2to 3 ) aux sommes des zeros 
des fonctions <J> (p )(-|-D), $^(u-- C), on voit que la quantite 
vG- pD est congrue a Ao> 2 + rf, en d^signantpar d la difference 
entre la somme des zeros et la somme des poles de W(u)} la se- 
conde des egalites pr<cedentes nous fournit done encore une fois 
la congruence 

d = 



39S. Le cas qae nous venons d'exarniner contient le cas des 
fonctions de seconde et de premiere esp^ce. Pour ces dernieres, en 
particulier, on trouveA = o, B = o, C = D, et Ton voit que la 
fonction doublement p^riodique ordinaire la plus g^nerale, com- 
portant v zeros et v poles, pent 6tre mise sons la forme 

.H- Ay- ! fry-! ( U 4- C ) 



ou C, AQ, . . ., A v _i , A' , . . ., A!,_! sont des constantes arbitraires, 
et $ , <!>,, . . ., <^ v _^ des fonctions parfaitement d^termia^es, dont 
la forme a ete rappelee au n 381 ; on doit toutefois remplacer la 
lettre h par lalettre v. 
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CHAPITRE II. 



APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. 



I. Les fonctions 3 1 , , p. 

396. Nous etablirons daas ce Cbapitre diverses consequences 
tres importantes de la formule de decomposition des fonctions 
doublement periodiques en elements simples, consequences dont 
plusieurs ont deja ete etablies, mais qu'il convient de grouper 
maintenanl antour d'une meme origine et dont la deduction ne 
supposera rien antre chose, en dehors de la definition des fonc- 
tions d, p, , , . , et des proprietes qui resultent immediatement 
de cette definition, que les propositions ginerales ^tablies dans 
le Chapitra precedent. 

Gonsiderons d'abord la relation (VII t ) 



a 



et designons-en le premier membre par/(w); onreconnait imme- 
diatement que f(u) est une fonction doublement p6riodique 4 
periodes 2<0i, 2a> 3 , admettant, comme seul p61e dans le paralle- 
logramme des periodes, le point o : ce pole est d'ailleurs double ; 
f(u) doit done etre de la forme C+ G^u = C Gpu oi C 
et G sont des constanles; C' est le coefficient de la d&ivde de - 

dansle d6veloppementde/(tf),mis sous la forme C'D ^ -f- <(u)', 
dans ce d^veloppement, on n'a pas fait figurer de terme en w" 1 , 
parce que le p61e o est double. On peut dire encore que G et C 7 
sont le terme independant de u et le coefficient de ir* dans le de- 
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veloppernent de/(&) suivant les puissances ascendantes de u $ on 
obtient ce developpement en multipliant le num^raleur de /( w), 



/ w 2 , \ f . u* , \ 

l^a-4-u^a-i era 4-... 1 ( tfa-^ utf a a" a 4-... ), 

expression qui, ordonn^e suivant les puissances de z/, donne 



par le developpement de s ; or, en s'appujant seulement 
sur la formule (IV 4 ) et les definitions (IV S ), on trouve 



120 



le coefficient de et le terme independant dans le d^veloppe- 
ment de / (u) sont done respectivement i et 



on a ainsi C' = i , C = p a ; cette derni&re valeur, apres avoir 
obtenu C'= i, pouvait s'obtenir en remarquant que C C f pu 
doit s'ammler pour u^=a> de meme que/(w). Finalement, la for- 
mule (VIIi) est demontree a nouveau. 

Observons d'ailleurs que le premier membre de cette formule 
apparlient au tjpe du n 391, ou les z^ros et les poles sont mis en 
evidence; la somme des affixes + a, a des deux z^ros est bien 
egale a la somme de Paffixe du p61e double o. 

Rappelons encore que, de cette formule (VIIi), on tire imme- 
diatement les formulas d'addition 



pu = -- <-*- -., 
2 du, p u p a 

dans chacune desquelles le premier membre n'est autre chose que 
le second dcompos en elements simples; nous reviendrons sur 
ces formulas dans un Ghapitre suivant. 
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397. fitablissons maintenant 1'equation differenlielle (V1I 6 ). 
Nous observerons pourcelaque toute puissance entierede pu est 
une fonction doublement periodique admettant le seul p61e zero, 
qui est d'ailleurs multiple d'un ordre double de Texposant de la 
puissance; le residu de ce p6le est nul; par example o estunpdle 
sextuple pour p 3 u> et Ton doit avoir 

p 3 u ~ G -h At %u 4- A 2 *M -f- - -*- AS^M, 

en d^signant par A 4 , A 2? . . . , A 5 les coefficients qui apparaissent 
dans le d^veloppement de p 3 u mis sous la forme 



quant a la constante C, elle est ici manifestement ^gale au terme 
independant de u dans ce m6me developpement; en ulilisant seu- 
lement la formule (IV 3 ) 



PM _ . { { 

pu ~u*~ 20 + 48 ' 

ecrite en tenant compte des definitions (IVs), on calcule aisment 
la partie fractionnaire et le terme independant de u dans le deve- 
loppement de <p 3 u] on trouve ainsi 

pSM= L + !! + ^... = _!* D I --L DS I +..., 

r W 6 20 tt 2 l6 l6 20 U 120 

et 1'application de la regl pr^cedenle donne 



10 20 r 120 



En appliquant exactement la meme m^thode a la fonction double- 
ment periodique p' 2 u, doat le seul p6le est encore o, et pour la- 
quelle ce p61e est encore sextuple, on obtient 



En eliminant p lv u entre les deux derniires equations, on Irouve 
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398. Les formules fondamentales relatives a la division par n 
de Tune des p^riodes se presentent comme d'elles-mSmes. 



~ } o) 3 ) dans le 



Si, par example, on considere la fonction p( u 

parallelogramme relatif aux p^riodes 2to M 20)3, on reconnait de 
suite que c'est une fonction doublement p^riodique dont les poles, 
tons doubles, sont donnes par la formule u = ir ~, ou r prend 
les valeurs o, i, 2, . . . , /z - i ; d'ailleurs on a 



5- 



en sorte que la formule de decomposition en elements simples 
nous donne, en d^signant par C une constante, 



(u 



w 3 j =pz/-f- V p w ar 

(r) 



d'ailieurs, si Ton fait tendre u vers zero, on reconnait de suite, 
sur les developpements en serie, que la difference du premier 
membre et de pit tend vers zero; il en resulte 



et Ton retombe ainsi, apres avoir change u en , sur la formule 
(XXI 4 ), d'ou 1'on pourrait d^duire par integration les formules 
analogues (XXI 3 ) et (XXI 2 ), qui concernent les fonctions et rf. 

399. De ces formules et de celles qui en resultent lorsqu'on j 
transpose les periodes 2o) 1? 2co 3 , on peat deduire des formules de 
multiplication pour les fonctions rf, ^, p. II suffit de r^p^ter ce que 
Ton a dit au n 347 pour ^tablir les formules de multiplication re- 
latives aux fonctions sn, en, dn. 

Mais on parvient aux mehnes formules en d6composant la fonc- 
tion p(nu) en elements simples. 

Pour simplifier I'^criture, nous poserons 
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Ea appliquant la formula du n 358, on a 



EQ integrant, puis passant des fonctions aux fonctions rf, on ob- 
tient ensuile les relations 

n* (nu) = y!^( w *- ^tx.v} AK-T B, 



~~ 

s\#u v) 

, 

Dans toutes ces relations les sommes sont etendues a toutes les 
combinaisons a, v des enliers o, i ; 2 ? * . ., n i; le produit est 
etenda a ces memes combinaisons, la combinaison 4 u = o ? v = o, 
exceptee. 

La derniere relation s'obdent d'ailleurs aussi en repetant, sur 
la fonction d(nu], les raisonneiuents que Ton a fails au n 134 

sur la fonction d(u 3 w 3 ); elle resulte au fond d'un groupe- 

ment convenable des facteurs de la fonction 3(nu) decomposee 
en ses facteurs primaires et de Tapplication de la formule (\^)* 
Si, dans la derniere relation, on remplace u par u -h 2co x et si 
Ton fait usage des formules (XIL), on volt que les expressions 



iB w 



ar Va 

^MH 



doiyent ^tre, quel que soit w, de la forme am a ft2, ou 7?? x d^signe 
un nombre entier; on a d'ailleurs 



on voit donc ? d'une part, que A est nul, et, d'autre part, que 
Ton a 



Si Ton ^crit cette 6galit6 pour a= i el pour a = 3, on irouve 
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success! vement 7 en faisant usage de la relation TI ^ <o 3 r l3 a) { = ? 

les relations 

2 m 3 co! -~ 2 /?i! w 3 = ip n ( n i ) co 2 , 

B = (27713?]! 27^7)3) = C(2matoi ami 0)3) 

= $[n(n i)o> 2 ] = n(n 1)733. 



On a done finalement 6tabli les formules de multiplication 



(1C) 



' ^v)-- 71(71- 1)7)2, 



(3) 7i 2 



I 

et Ton a aussi de"montre" les relations 
(1C,) 



dans toutes ces formules, les soinmes sont 6tendues a toutes les 
combinaisons des indices [*, v choisis parmi les entiers o, i, a, ..., 
7i i ; pour le prodait, la combinaison [JL = o ; v = o est except^e. 

400. Si Ton decompose en elements simples 1'expression 



u=i 1=1 



qui, comme on Fa vu au n 391, represente une fonction double- 
ment periodique ordinaire quelconque de w, on obtient des iden- 
tit6s int^ressantes. Ainsi, puisque la somme des residus 
est nullej on doit avoir 



Pour v == 3, cette relation est identique i la relation (Vila). 
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II. Les fonctions |, sa, en, dn. 
401, Les fonctions 



sont des fonctions doublement periodiques de seconde espece, a 
multiplicateurs + i et i ; les derniers membres appartiennent 
au type JU(w) du n 366. 

Les carres des fonclions sont des fonctions doublement perio- 
diques de premiere espece ; observons que les formules (LXIII^s^) 
ne sont autres que des formules de decomposition en elements 
simples. II en est de mme des formules (LXIIIs^) relatives aux 
fonctions PO()YO( K )J ^( u )^(u). 

402. La theorie de la decomposition en Elements simples des 
fonctions de seconde espSce conduirait sans difficulte aux equa- 
tions differentielles que verifient les fonctions ; par exemple, en 
observant que lafonction p ( M ) ?yo(w) admet les monies multipli- 
cateurs que la fonction a o( w )> ^> n'ayant pas d'autre p61e que 
zero dans le parallelogramme des periodes, peut jouerle role d'e- 
lement simple, et que cette mme fonction 5po(w)5yo(w) admet, 
comme pole unique, le p61e double z^ o, on voit qu'on peut 
ecrire 



A et B 6tant des const-antes : or, en se rappelant seulement que le 
developpementdei- a o(w), suivant les puissances ascendantes de u, 

commence par un terme en - et ne contient pas de terme ind- 

pendant de w, on voit de suite, si Ton 6gale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances negatives de z/, qu'on doit avoir 
A = o r B = i : on retro uve done amsi la formula (LXI 4 ) 



48 GALCUL INTEGRAL. 

d'ou Ton deduit immediatement Fequation differentielle (LXIIj) 



4-03. Supposoas n impair. Dans le parallelogramme des pe- 
riodes de la fonction p(u \ to,, o) 3 ), les fonctions oa( w ? w 3 j? 
%ft(u ? co 3 ] sont doublement periodiques de seconde espce, 

avec les memes multiplicateurs i que les fonctions 5oa(w)' 
?PY( M )' Leurs p6les et leurs z^ros se metlent immdiatemenl en 
evidence, d'ou Ton conclura sans peine leurs expressions sous 
forme de produits rentrant dans le type du n389; on retrouve 
ainsi les formules, relatives aux fonctions , que Ton obtiendrait 
par la division membre a membre de celles, relatives aux fonc- 
tions rf, qui fignrent au Tableau (XXVI). 

La decomposition en elements simples permet d'obtenir, sous 
forme de sommes, les expressions des fonctions 



> (1)3 
n 



on trouve ainsi, en parliculier et en conservant les inemes nota- 
tions qu'au n 129, 




Les formules (LXXXVII r - 9 ) et (LXXXIX T - 9 ) se deduisent de 
celles qui precedent par le passage des fonctions \ aux fonctions 
sn ? en, dn. 

404. Les combinaisons que Ton pent former en multipliantune 
fonction \ de Pargument u par une fonction \ de 1'argument u + a 
sont des fonctions doublement periodiques de premiere ou de se- 
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conde espece; on parvient a des formules interessantes (') en les 
decomposant en elements simples. 

Considerons, par exemple, la fonclion ? a o(#) %x Q (u + a)] elle est 
de premiere esp&ce, du second ordre; ses pules, quisont simples, 
sont o, a et les points congruents; le residu relatif au premier 
pole est <,(#); on en conclat de suite 



A est une constante que Ton trouve egale a a a en ecrivant que le 
second membre est nul pour u a> a . 

Nous recrivons ci-dessous laformule ainsi completee, et d'autres 
qui s'en deduisent, en ajoutant co a ou cop a u ou a a. Ges formules, 
et celles qu 7 on en deduirait en eehangeant les lettres u et a, don- 
nen ties decompositions cherchees de celles des combinaisons que 
Ton considere qui sont de premiere espece, 



(GO 



En tenant compte des relations (LXIII 5 - 6 ) on voit que la pre- 
miere et la troisieme des relations precedentes peuvent s'^crire 



Sans nous arreter a multiplier les relations de cette nature, 
rappelons que Zu (u + a) + ^a n'est autre chose (VII 3 ) que 



P ll ~ 



on V oit aisement que, en faisant tendre a 
2 p u pa L 

vers o dans les formules precedentes, on retombe sur les formules 
de decomposition en elements simples (LXIII 1}3} 4) des fonctions 



403- En consultant le Tableau (XIL), on aper^oit que le mul- 
tiplicateur [x a de la combinaison S(w) i (u + a) 7 ou chacune des 



() Kofr le Cowr^ de U. HERMITE, XXIV 6 Lecon. 
T. et M. - III. 
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deux fonclions est affectee d'indices quelconques gaux ou ine- 
gaux, est egal au prodnit d'autant de facteurs egaux & ( i) qu'il 
y a, parmi les indices des deux fonctions , de nornbres o et a. 
II en resulte que si /?, q, ;, s sont pris parmi les nombres o, i, 
2, 3, p et q d'une part, r et s de 1'autre, 6tant necessairement 
inegaux, les expressions \ pq (u) % r *(u + a) sont des fonctions 
doublernent periodiques de premiere espece ou de seconde es- 
pece avec les multiplicateurs + 1 et i. Celles de ces fonctions 
qui sont de seconde espece sont celles pour lesquelles les deux 
systmes (/>, ^), (r, s) admettent un element commun et un seul. 
ConsideronSj par exemple, la fonction \ pq (it)^ pr (u-\- a] ou 
les nombres q et r sont differents entre eux et differents de p : 
et designons par s celui des nombres o, i, 2, 3 qui n'est ni />, 
ni q, ui r. Cette fonction et celles qui s'en d6duisent ? soit en rem- 
placant/? par s, soit en ^changeant deux des nombres/? et q ou/? 
et r, ont les memes multiplicateurs; ces multiplicateurs sont d'ail- 
leurs aussi ceuxdes fonctions \ qr (u) et \ ps (u). D'ailleurs la fouc- 
tion^ y (w)^r(M + a)n'aquedeux p61es, simples tous deux, dans 
le parall^logramme des periodes; elle s'exprimera done en fonc- 
tion lin&iire de deux des expressions 



les constantes u\, u^ w' n u\ etant fixees de facon que les deux 
expressions choisies aient leurs p6les congrus a ceux de la fonc- 
tion % P q(u)%pr(u + a)' La mme chose s'applique aux fonctions 
qui se deduisent de la fonction 5 M (w) % pr (u + )? en remplagant 
p par s ou en changeant deux des nombres p et q ou p et r. 

Dans chaque cas, les coefficients des fonctions lineaires s'ob- 
tiennent tres ais^ment en donnant successivement a u des valeurs 
qui annulent chacun des terrnes. 

On doit avoir, par exemple, 



et Ton determinera les coefficients A 3 B en supposant successive- 
ment u = o, u = a* On trouve ainsi une serie de formules, 
parmi lesquelles nous n'en transcrirons que trois, parce que les 
autres, quand on passe (L1X,) des fonctions aux fonctions rf, ne 
fournissent pas de relations distinctes de celles qu'on deduit de la 
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meme facon des trois seules formules que nous conservons, savoir : 



-T- (e y eg) * aT (a) J a j(M 4- a). 

De ces formuies et de celles qui s'en deduisent par le change- 
ment de u en a, il serait bien aise de deduire les formules d'ad- 
dilion des fonctions ; enfin on reconnaitrait mieus leur nature 
et, en parliculier, leur genre de dissymetrie en les rdcrivant apres 
avoir remplace u par b et u + a par c, a, &, c ^tant alors sup- 
poses relies par la relation symetrique a + b + c = o ; mais nous 
laissons au lecteur le soin de developper ces malieres, 

406. Les notations relatives aux fonclions permettent de con- 
denser beaucoup les formules. Lorsque Ton veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, en, dn, il est necessaire de particula- 
riser les valeurs des indices a, [J, y? en sorte qu'une formule ou 
ne figure qu'un seul de ces trois indices conduit a trois formules 
relatives aux fonctions sn, en, dn; une formule ou figurent deux 
ou trois indices a, (J, y foarnit six formules qui, a la verite, peu- 
vent n'etre pas dislinctes. Nous n'ecrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi; le lecteur obtien- 
dra les autres, soil par le mme precede, soit en ajoutant a 1'ar- 
gument les quantites K, /K:', K+ iK f . 

Tout d'abord la relation (LXIII 3 ) donne, pour a = 3 et en rem- 

placant u 



ou, en tenant compte des formules (LXVIIi), (LXXVIIIi) et 
(XXXYII 4 ), 



On en d^duit, pour u = o, 
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puis 



Comme on a en 2 u = i sn 2 w, AH.-U = i k- sn 2 u, on en con- 
clutles formules 

(Gil) 

Si dans ces formules on ajoute K, z"K. x 3 K+ z'K/al'argument u, 
on obtient des formules analogues concernant les inverses des 
fonctions sn 2 ?/, en 2 ?/, dn 2 z/ et leurs rapports muluels; toutes ces 
formules sont, au fond, contenues dans les formules (LXIII). 

De la meme facon, on ddduirades relations (XCVII), en y sup- 
posant a = 3, celles-ci : 

7 1 (u}-}-2(a) I(U'i~a) = 2 snasnasn(z-htf) 

/J 2 sna r , ,., sna r , , , , .-, 

= ~ [cn^t cnwcn(M4-a)] = [da a dnzzdn(zH- <^)J; 

cln^it j ^n /? L 

puis, des formules (C 2 ), les snivantes : 



(CIO 



auxquelles il convient d'adjoindre, outre les formules qui resultent 
du groupe precedent quand on neglige le premier membre, celles 
qu'on en d^duit en ^changeant les lettres u et a, et en rempla- 
cant successivement u par u a & a par a. 



III. Developpement de PZJ en serie entiere. Expression des 
d&rirees de pu et de p( a) au moyen des pidssances de pw. 
Expression, liueaire des puissances de pu an moyen des 
d6riv6es de pu. 

407. L'equation diff^rentielle obtenue pour la fonction pu 
conduit a des consequences importantes relatives au developpe- 
ment en s^riede cette fonction et b. 1'integration de ses puissances 
entieres. 
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Rappelons tout eTabord que Pequation differentielle (VII G ) per- 
met (n 101) d'etablir la formule recurrente 



r 2 

( r 3) (ir -f- 1) c r = 3 ac r -i \ r 4), 



qui, jointe aux expressions deja connues (IX 3 ) de c* et de c 3 , four- 
nit autant de termes qae 1'on veut daas le developpement de pu 



P = 77. 



On reconnait immediateinentquela seriequi represente pu est 
convergente, sauf au point o, pour tons les points interieurs au 
cercle decrit du point o comme centre, avec un rayon egal au plus 
petit des nombres 2 ] o> a [. Grace a la periodicite et a Femploi du 
theoreme d'addition, on peut toujours ramener le calcul de pu 
au cas ou le point u est interieur a ce cercle. 

Du developpement de pu on dednit immediatement celui de 

^u = fpudu 

qui converge dans les memes conditions, et celui de la fonction 
transcendante entiere 



les premiers termes des d^veloppements de pu, ^u, du figureront 
dans le Tableau de formules. 

408. On voit d'ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule re- 
currente jointe aux expressions de c 2 et c 3 , que chacune des ex- 
pressions c rJr i est un polynome entier en g*, g z a coefficients 
numeriques rationnels. Parfois, on desire mettre en evidence la 
forme seule de Fun ou 1'autre de ces polynomes r+1 sans s'occu- 
per dela valeur numerique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilement en faisant usage de la formuie d ? homogen6ite (Ilia). 

Si Ton designe par \ un nombre quelconque et par G r ^-i ce 
que devient c r+l quand on remplace & { , to$ par Xw^ Ico 3? on voit 
immediatement en appliquant cetle formule que Ton a la relation 
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D'autre part, si 1'on cUsigne le polynome enlier en g*, g$, qui 
repr^sente c r +\ par 



(a a , 



oil a 2 , a 3 sont des en tiers positifs ou nuls, oi A aw a a est un nombre 
rationnel et ou la sorame est etendue a un nombre fini de combi- 
naisons des entiers <x 2 , cc 3 , on a manifestement 

C^l >% d 

r ^ = 2^ aa ' a3 )^a" 3 IsoTs* 

II suffit de comparer ces deux r^sultats pour voir que les nombres 
entiers positifs ou nuls a 2? a 3 qui correspondent au nombre entier 
determine, positif ou nul, r verifient necessairement la relation 



En tenant compte de cette relation, on voit immediatement 
quelle est la forme du polynome en g^ g$ qui represente 
Ainsi le coefficient c\ de u-' 1 est de la forme h.g\ H-B^ 
ou A, B ? G sont des nombres rationnels, puisque la relation 
sa 2 + 3a 3 = 12 n'est verifiee que ponr les trois couples d'entiers 
positifs ou nuls a 2 = o, a 3 = 4 ; a 2 = 3 7 a 3 = 2 ; a 2 = 6, a 3 == o. 

II va sans dire que ces resultats pourraient se deduire sans 
peine, par induction, de la formule recurrente elle-meme, 

409. Au dveloppement de du, il convient de joindre celui des 
fonctions rf^, ou } plus generalement, de Ja fonction transcen- 
dante entiere de M, 



qui se rduit 4 tf&u pour u$ = w a ; la relation 
df(u, MQ) 

~ 



dont la deduction est immediate, fournit la formule recurrente 

. dA. n ~.i . 

A = - -- (n i) Art- 2 p MO, 
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qui permet d'obtenir autanl de termes que 1'on veut, des que Ton 
ales deux. premiers, qui s'obtiennent directement : on troave ainsi 



ilnereste plus qu'a faire z/ =to a pour avoir le developpement 
cherche, dont on trouvera les premiers termes dans le Ta- 
bleau (XCI1I). 

410. En effectuant la division de la srie qui represente/(w, #<,) 
par la serie qui represente du, on obtient le developpement de la 
fonction &>(u, w ) du n 374, sous la forme 



developpement qui est valable dans les monies conditions que ce- 
lui qui represente $u\ d'ailleurs liquation difFerentielle lin^aire 
(n 374) que verifie ^(u, z/ ) fournit, pour les coefficients y. a dont 
Tindice est superieur a 3 5 la formule de recurrence 



72^-3)1" n! 



,, I I * v/ i< , i . 

i 6 )! (n 2r)i 

ou les c r sont les coefficients du developpement de pu\ Tindice / 
ne doit pas depasser la valeur-; si n est pair, (n a;*)! doit, 

pour ; = -? etre remplace par i. On trouvera dans le Tableau 
(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 

411. Le raisonnement que nous avons fait pour yPu dans le 
n 397 montre en general que p a u, ou n designe un entier positif, 
esl une fonction lineaire de pu et de ses drives, jusqu'a la 
(2/2 2) l4ine ; on a plusieurs manieres pour calculer ces fonctions 
lineaires, de proche en proche. 

Tout d'abord, mainlenant qu'on est en possession du d^velop- 
pement de pu, avec autant de lernaes qu r on veut, on peut appli- 
quer exactement la m^thode que nous avons suivie pour p 3 u* 
c'est-a-dire la formule de decomposition en 616ments simples. 
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On peul encore utiliser cette remarque deja faite au n 101 ; les 
derivees d'ordre pair de pit sont des polynomes en pu. Inverse- 
ment 1'expression de ces derivees permel, comme on le verra tout 
a 1'heure, d'obtenir, par la resolution d^quations du premier de- 
gre, les expressions lineaires des puissances de pu au moyen de 
pu el de ses derivees d'ordre pair. II y a done quelque inler6t a 
pouvoir pousser un pen loin le calcul de ces dernifires ; voici com- 
ment on peut proceder. 

Si Ton pose pour abreger y=zpu, on reconnait aisement par 
induction (n 101) que la derive 2/z^ me de pw, que nous repre- 
senterons par P,,, est un poljnome en y de degre ftH-i; desi- 
gnons par P^ ? P^ les derivees premiere el seconde de ce polynome, 
prises par rapport a y. On aura 

dP n _ dy 
~dTi~~* ri ^ 

mais on a, d'une part, 



et, d'aulre part, a cause des equations (VII 6 _ 7 ), 



on aura done, en rernplacant, 

P = (4^- w-ft)P;+ (e/ 2 - ?) Pi; 

\ 2 / 

cette relation, jointe a celle-ci 

Pi = 6^-1 ftl 
/i 

permet evidemment de calculer de proche en proche les poly- 
nomes P^; on trouvera dans le Tableau (XCVII) les expressions 
de P^ pour les premieres valeurs de n. 

442. Quand on veut pousser les calculs un peu loin, il est com- 
mode de les fractionner davantage et de calculer separcment les 
coefficients de chaque polynome. 
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II suffit d'observer ceux des polynornes qu'on a calcules pour 
pr^voir qne f n doit elre de Ja forme 

P* = I Agl^^S^ 1 -*^** 

ou les coefficients A^| a> sont purement mzmeriques et ou a 2 , a 3 
sont des entiers positifs ou mils qui satisfoat a la condition 



il sera commode tout a 1'heure d'admettre que le& indices a> : a 3 
peuvent prendre d'autres valeurs que celles Ja, mais que, alors, les 
coefficients A^ 1 ^ sont mils. 

Le fait que le polynome P /? est ainsi consiita^ i&ulterait d'ail- 
leurs aisement des proprietes d'homogeneiU de la fonction 
p(u] g^ ^ 3 ); il nous suffit ici de le regarder conune un resuhat 
d'induction : car la substitution de la valenr precedente de P/^, 
dans le second membre de la relation de recurrence, montre bien 
que la loi se conserve pourP/^j et que dans ce polynome le coef- 
ficient de 

p-a, o-a 3 yft+ 

est le nombre A^j en posant 



- (n -r- 3 tia, 



dans cette formule 2 et a 3 doivent etre deux entiers posilifs ou 
nuLs qui verifient la condition 2a 2 -j-3a 3 ^^+ 3 6t ceux des coef- 
ficients d'indice superieur egal a /?, pour lequel 1'un des indices 
inferieurs est negatif, ou pour lequel la somme dd dfeux fois le pre- 
mier etde trois foisle second depasse n + i doivcjat tre regardes 
comme nuls. La relation precedence permet eviJcmment de cal- 
culer les coefficients du polynome P/2 +i quand oaconnait ceux du 
poiynome P n ] elle permet m^me de calculer autant des coeffi- 
cients que Ton voudra de P# en laissant n iadelermine ; ainsi elle 
donne 
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et comme Ton a A^j, = 3 !, on en deduit de suite 

A(ft =(2/14- i)I; 
on trouve aussi, pour n plus grand que i , 2, 3, 4 respectivement 

A{*\ = 



(2714-1)! 20 ' (2/H-Ij! 28 

_ (*4-i)(3tt~8) A _ ( JIH- i) (n n 36) 



_ 
(2/1 4- J)! "" 2 3 .3.5 2 ' (2/14-1)! ^.5.7.11 

413. Ayant ainsi form les expressions de P i? P 2 , P 3 , . .., il 
suffira de r^soudre les Equations ainsi obtenues par rapport a jy 2 , 
y*iy 4 , . - . pour avoir les expressions de ces puissances de pu en 
fonction lineaire de y efc de P<, P 2j P 3 , c'est-a-dire de pu et de 
ses deriv^es d'ordre pair; on obtient ainsi 

Elff +^L, 
3! ^2^.3 



-_ 

7! 53! 7 * 2*. 3. 7 oa 

Sur ces formules, on lit immediateinent les valeurs des inte- 
grales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) 
ces valeurs pour les premieres puissances de pu. 

414. Mais, quaud 1'exposant de la puissance de pu est un peu 
elev^, il vaut mieux calculer les expressions directement, sans 
passer par la resolution des equations du premier degre. 

On y parvient facilement en formant la derivee seconde de p n it 
par rapport u\ cetLe derivee est 



n (n I 



A 



on a done 

/i i 
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el il est clair que cette formule permettra d'obtenir P expression 
lin^aire de y il+{ au moyen de y et de ses d&rivees, si Ton con- 
nait de pareilles expressions pour j 72 ' 2 , j 72 "" 1 , y n . 
Le calcul se fera simplement en supposant 




les coefficients B^ /z) etant des polynomes en g^ g$. En substituant 
dans le second membre de 1'equation precedente ; on obtient la 
relation 

BOM-*) = 

r 



n-i 

' - 



4(2/1 -M) 

Dans cette forrnule onpeutdonnerarJes valeurs o, i,2j .. M 
si Pon convient que les coefficients BJ. rt) , dans lesqnels 1'indice in- 
ferieur est ne^atif ou est plus grand que Pindice superieur, doivent 
etre regardes comme nuls. Elle permet d'obtenir autant de termes 
BJ. /2) que Pon veut. BJJ 1 * est egal a i, B^a o, pour tout entier po- 
sitif n. 

418* Si Pon veut fractionner encore les calculs, on constatera, 
surles valeurs trouves, que B^ 3 pcut etre mis sous la forme 

(R) d-a, p-flta 

a., a, e s -5^ 8 

ou les norabres entiers a 2 , a 3 , positifs ou nuls y satisfont a la 
condition 2oc>4- 3a s = /*, et ou les coefficients purement 
riques BJJJ^se determinent par la relation recurrente 



_. _ 

4(2/1 -h 1 ) Z "" i ' a ' 2(271 -h 1) a '" as " r 

Dans cette relation, on donnera a 2 , a 3 loutes les valeurs entires 
positives ou nulles qui v^rifient la condition aa 2 + 3a a ln -H i> 
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en regardant comine nuls les coefficients pour lesquels un indice 
inferieur est negatif ou pour lesqaels la somme des deux indices 
inferieurs, respectivemen t multiplies par 2 et par 3, est plus grande 
que Tindice superieur, 

Cette relation de recurrence permet de calculer F expression 
genrale d'autant de coefficients Bj as que Ton veut; pour tout 
entier positif /i, B ( 7 ^ est egal a i ; pour n plus grand que 2, 3, 
4, 5, on a respectivement 



416. Aux expressions qui donnent les d&ivees p (n} (u) au 
moyen de p u et de p' w, il conyient de joindre les expressions qui 
donnent, au moyen de pit, pa, p'u, p y a, lesderivees p (n) (u a), 
prises par rapport a u, de la fonction p(u a). 

La formule d'addition (VII 3 ) peut s'ecrire 



pa) 2 

ou encore, en permutant les lettres u et a et en designant par/ 
la fonction pw, pary^ sa deriv^e n^ me prise par rapport a u, et 
par c, c c ^ ce que deviennenty, y (n} quand on yremplace u par a, 



rx J 2 (y c') 2 

Le second membre de cette formule peut s^crire 

A c , 0) A ( o 0) BL 01 

A ( Q M H - -j- + ; - -- y , 

ou Ton a 

c" c' 2 c 1 

' " * 2. 2 2 2 2 

On voit, par induction, qu'ondoit avoir en general 



Bjf> Bg" , 

-O s (7 - c)* ' (r - - 7 ' 
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et la demonstration meme fournit les formules de recurrence 

- c"(av - i) BW c'*(v 



qui s'appliquent pour v = o, i, 2, . .., ;i-f-3, si Ton regarde 
comme nulles les quantites B dont Tindice inferieurest plus petit 
que 2 on plus grand que 1'indice superieur augmente de 2. Ces 
formules permettenl de calculer les coefficients A^ et B (/z) pour 
chacun des indices n. 

417. Les relations 



C 



que Ton deduit des precedentes et de celles qui en resultent par 
le changementde u en , donnent immediatement, par inte- 
gration, les formules du Tableau (CXII), qui perinettent de cal- 
culer facilementj pour un entier positif quelconque ;?, les valeurs 
de 1'integrale 

i ^ f du 

a --J (j&=tr* 



Les calculs sont effectues pour les premieres valeurs de n. 

418. Quand a est egal a co a , les relations precedentes se sim- 
plifient parce que d est nul ; on a alors 



__, 



en supposant Af egal a 3e| ^ = (e a p) (e a T ). 

Dans le Tableau (CXII) ; le calcul des valeurs de Fintegrale 

/jjjt 
- -- est effectue pour les premieres valeurs de n. 
(pw-e a ) r r 
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IV. Developpements en series entieres des fonctions , sn,cn,dn. 
Expressions lin^aires des d&rivees des fonctions , sn, en, dn au 
moyen des puissances de ces fonctions. Expressions lineaires 
des puissances des fonctions , sn, en, dn an moyen des d&rivees 
de ces fonctions. 



419, Gonnaissant le d^veloppement depu suivant les puissances 
ascendanies de u : il n ? y a aucune difficulte a calculer autant de 
termes que Pen veut dans le developpement des fonctions oaW, 
^ao^j ipyW? q tl i sont des fonctions algebriques simples de pu] on 
n'a qu'a appliquer les propositions ^lablies dans I'lntroduction. 
Nous nous contenterons de donner quelques explications JL propos 
de la fonction 



. . 

^i e$J / 
4/ 

V 

D'apres la relation d'homogeneite (VIII 3 ), on a 



en posantj pour abreger, 



en se reportant aux formules (XXXVIg^), (XXXVII lj2 )j on a 
d'ailleurs les relations 



la relation eatre les fonctions sn et p peut done s'^crire 



En utilisant le d6veloppemeat de pu et en tenant compte des 
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\alears de g( v g' 3 , on trouve 



, rx I A'* A-2- 

2> ft ) = ~ 2 -r- - JT 



pus 

r *2 +I A-*-A*-M , 1~i 

sn ZA = u n -- - it 2 H -- = - a * -h . . . ; 

on n'a plus, pour trouver le developpement cherclie, qu'a appli- 
quer la formula du binome : on trouvera dans le Tableau (XCV1 ) 
les premiers termes de ce developpement. 

Les polynomes en A* 2 qui figurent dansle developpement de sn u 
comme coefficients des puissances de u sont r6ciproques; cette 
circonstance resulle de ce qu'il en esL manifestement ainsi dans 
le developpement de 



a cause des valeurs de g r z et de g'%. La consideration de ce deve- 
loppement permet aussi de reconnaitre aisement le degre de ces 
polynomes : le coefficient de w 2/rH est de degre n en A 2 . 

420. II va sans dire que Ton obtient de la meme facon les de- 
veloppements de cnw et de daw; on en trouvera les premiers 
termes dans le Tableau (XCVI). On peut aussi les deduire du 
developpement de suit par les formules 

? 



enfin, on remarquera qu'il saffit d' avoir le developpement de 1'une 
des fonctions cn 3 dn?/ pour avoir aisement le developpement de 
1'autre, comme il resulte des formules de transformation relatives 
au cas 3 des Tableaux (LXXX 5)6 ), oii Ton peut supposer que le 
nombre c est un multiple de 4 et qui donnent alors 



en 



Les memes Tableaux donnent la relation 
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qui, jointe a ce que le coefficient de u* n+{ est un polynorae en k 2 
de degre 71, met aussi en evidence la reciprocite de ce polynome. 



, D'autres methodes que nous allons indiquer sommaire- 
ment permettent de retrouver ces resultats el quelques autres, 

Les equations differentielles que v<5rifient les fonctions , sn, 
en, dn sont toutes de la forme 

-L } = ay^ 4- j 2 -I- c, 
duj 

ou a, 6 T c sont, suivant les cas ? des fonctions connues de e\ , e 2 , e% 
ou de A' 2 ; les consequences qu'on peut tirer de ces equations sont 
toutes pareilles a celles que Ton a deduites de 1'equation diff- 
rentielle que verifie pu, et les details que nous avons donnes a 
ce sujet nous permettent d'etre maintenant plus brefs. 

Les derivees d'ordre pair 2/1 de toute fotiction y, qui verifie 
une equation differentielle de la forme 



sont des polynomes en y, de degre 2/1 + 1, ne contenant que les 
puissances impaires de y. On a, en effet, en posant 



et en admettant que Q^ soil un polynome en y satisfaisant aux 
conditions enoncees, dont les derivees par rapport a y sont Q^ 
et Q*, la relation 



Si Ton pose 



on trouve 

A^^ = ar (ar i) a Aj,l\ + (2r -h i)*6 A} -4- (ar -h 2) (ar + 3)c A^. 

Cette ^galite permet de calculer les quantit^s A. l f } puisque Ton 
connait A. ( f ] = 2^5, A { !) = 6; r doit y prendre les valeurs o, i ? 
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2, . . . , n + i ; lorsque dans le second membre un indice inferieur 
est negatif ou plus grand que Findice superieur, la quantit6 AJ. rt> 
correspondanle est nulle. 

On trouvera dans le Tableau (XCVUI) les resultats ainsi obte- 
nus pour les premieres valeurs de ;\ 

422. Si Ton vent fractionner les calculs davantage, on obser- 
vera, sur les premieres valeurs calculees, que A^ J est un poljnome 
entier en <z, 6, c homogene, a coefficients en tiers et positifs, de 
degre n si Ton regarde #, &, c comme du premier degre, de degre 
n r si Ton regarde a, 6, c comme etant respectivement des de- 
gres o ? i, 2; on peut done poser, si cette loi est generale ? 

(a) A' r WJ 

les Ajl^ etant des coefficients purementnumeriques; r peutprendre 
les valeurs o, i, 2, ..., n; r etant choisi, y doit prendi^e les va- 

leurs o, i, 2, ... jusqu'a """ ou - > suivant que n r 

est pair ou impair. La generalite de la loi se demontre par induc- 
tion et 1'on parvient en meme temps a la formule 



r ayant ete choisi parmi les nombres o, i, 2, . . ., n -f-i, 
y doit prendre les valeurs depuis o jusqu'a - ou - , 

suivant que n / est pair ou impair; d'ailleurs, dans le second 
membre, ceux des coefficients ou le premier indice inferieur est 
plus grand que n, ceux ou le second indice inferieur est plus grand 

q ue n ~~ r sont nuls ? ainsi que ceux dont un indice inferieur est 

negatif. Tous les nombres A{."y sont entiers et positifs. 

Observons que la relation que nous venons d'etablir donne, en 
particulier, 



d'ou Ton deduit sans peine 



T. et M. - IE. 
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Les calculs se font assez rapidement, et Ton observe avec un 
peu detention que Ton a (') 



_-5 + 9.3 2/ * 5.5 2 'N-7 2 



423. Si la fonction y est impaire et s'annule pour u = o, comme 
5oa() u SH(M), on a, dans le voisinage de M = o, 



en d^signant par y^ y, y ( ^\ . . . les valeurs pour u = o des de- 
rivees d'ordre impair; on a d'ailleurs 

_ rfQ B _ n , dy 

- du "" v ^ du 

et il est clair que, poar u = o, Q^ se reduit a A 4 " 1 el -~ a y/c; on 
peut done ^crire ' 



par exemple, pour y = Eoa(^)^ on a a = (e^ ep) (<? a e r ), 

o= i ; on aura done le developpement de \^(u) et celui de sn. 
Pour cette derniere fonction, les quantites A ( /2} sont des poly- 

( ' ) Dans sa Thse (Annales de VEcole Normale suptrieure, 2 s6rie, t. VI, 
p. 266), AL B. Andre* a montrd que,quand on se donne arbitrairement r et y, les 
quantity's A^ sont des fonctions de n de*finies par la relation 



oi $ (/z), ^(n), .-, $ r () sont des polynomes en n t de degre 7, a coefficients 
rationnelsj qu'il reste a calcuier, tandis que pour chacun des indices t > r, 9 t (n) 
est un polynome en n de degr6 Y t -h r. 

Ce r&ultat est de*duit de recherches fort inter essantes qui ont permis a M. D. 
Andre* d'e'tablir liquation ge*Qe*ratrice Ires simple de la se*rie re"currente dont AK 
est le terme general. 
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noaies en/: 2 , de degre n en A' 2 , comme il resulle evidemment de 
la formule (a), qui s'ecrit alors 



(T) 

il est manifeste, sur cette formule, que ces polynomes sont reci- 
proques. 

424. Si j/ est une fonction paire et prenant pour u = o la va- 
leur i, comme p Y z*, cnw, dnw, on a 5 dans le voisinage de u = o, 



1.2 



en designant par Qj,Qi>, . ..,Q ;/1 ... ce que deviennent, pour 
y = i, les fonctions Q i3 Q>, .., Q /23 *.; on a, en general, 



si 1'on se place, par exemple, dans le cas de cnz/, on trouve 



m 

Dans ce cas, les polynomes Aj. 721 sont, en A- 2 , de degre maximum 
egal a /i ; il en est de m&tne de Q* ; dans ce dernier polynome, le 
terme independantde k* est i ; dans la somme A C W) + A ( " J +. . .-t-AJJ 1 ', 
il n'y a, en effet, que Mement A'"' qui contienne un terme inde- 
pendant de A" 2 , terme qui n 5 est autre chose que Aj^. Dans ce 
meme polynome Q/z, le terme en k- n fait d^faut, cela tient ace 
que 1'on a ici a + b + c = o^ 2 a + b = i ; en sorte que Pex- 
pression generale Q^ (ay + 6j 2 + c) + Q; (2aj^ 4- *y) de Q /?+l , 
quand on y remplacey par i, se reduit a Q^, en designant par 
Q^ ce que devient la drivee de Q^ prise par rapport &y apres 
qu'on y a fait^= i ; comme Q tt ne peut contenir A* 2 qu'au degre n : 

il est clair qu'il en sera de mme de Q^ +{ ; par suite, Q /2 est un 
polynome du degr n i par rapport a A: 2 , 



, En resolvant par rapport aux puissances dey les expressions 
des drives d'ordre pair de la fonction y, on voit que les puis- 
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sances impaires dey s'exprimentlineairement en fonction de y et 
de ses derives d'ordre pair;/ 2 **' contiendra les derivees jusqu'a 
1'ordre 2/1; mais il est plus commode de calculer directement les 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcul inte- 
gral; du meroe coup, on montrera que Ips puissances d'ordre pair 
s'expriment lin^airement au mojen de y 2 et de ses derivees. . 
On a, en effet, 



7i(n -H T) a/*-*-* = , vy 2 ri^by* n(n 

et il est manifeste que si Ton a exprime y n et/ 72 "- en fonction li- 
neaire de/ et de ses derivdes dans le cas oil n esl impair, en fonc- 
tion lineaire dey 2 eL de ses derivees dans le cas ou n est pair, on 
obtiendra par cette formule une pareille expression pour y'^ 2 . 

426. Si Ton veut fractionner les calculs, on procedera comme 
il suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplagons dans 1'egalite 
prec^dente n par an i, et posons 



on trouvera aisement la relation 



qui, jointe aux relations Bj, 01 ^!, B ( n = i, B^-^^, perniet 
de calculer faciiement les quantites B^ J . L'indice / doit prendre 
les valeurs o, i, a, . . ., TI; dans le second membre celles des 
quanlit^s B^ } pour lesquelles Findice inferieur est negatif, ou 
plus grand que Pindice snperieur, doivent tre regardees comtne 
nulles. II est clair que B^ est toujours egal a i ; les quantites BJ^ 
sont des polynomes en tiers en b et en ac a coefficients en tiers, 
On Irouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 
nomes, pour les premieres valeurs de n. 

427. Si Ton veut fractionner le calcul davantage, on observers, 
sur les premieres valeurs de ces polynomes, qu'ils sont homogenes 
et du degr6 r en b et en ac, quand on regarde b comme du pre- 
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mier degre et ac comme du second. On est ainsi conduit a poser 



les coefficients B).'^ etant purement numeriques. 
L'mdicer&antchoisiparmilesnonabres 0,1,2, ...,/i 7 1'lndicey 



doit prendre les valeurs o, 1,2,...,- ou - ? selon que r est 
pair ou impair. La generalite de cette supposition apparait irnme- 
diatement et Ton trouve du mme coup la relation 



/l - I? B<llM~ (271 - 2)2 (271 - 3) (271 I) B^jf^,. 



Pour ce qui conceme sn w, on reconnait immediatemeut que les 
polynomes B^, regardes comme des fonctions de 2 , sont reci- 
proques. 

428. On observera que, si dans 1'equation 



on remplace y par -> elle prend la forme 



on en deduira, puisque les poljnomes B^ } ne ctangent pas quand 
on echange les lettres a et c, 



(in)! c'< 7 - 



La mtoe m^thode s^applique aux puissances paires dey; leurs 
expressions s'obtiendront en partant de la relation du n 425 ou 
Ton remplace n par 2^. 

On trouvera dans les Tableaux (CXIII) et (CXIV) les expres- 
sions des integrales 



iy**** du et I y* n du, 



d^duites des relations precedentes et permettant de calculer suc- 
cessivement ces integrates pour les premieres valeurs de n. 
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V.~ Application de la transformation de Landen au d^veloppement 
en s6rie entifere de la fonction en. 



429. On pent, comme 1'a montre M. Hermite ('), obtenir, par 
une voie tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de u- dans le developpement de la fonction cnu. 

On sail dja, par ce qui pr6cde, que dans ce d^veloppement le 

coefficient cn f2 ^(o)de r^--n> ordonne suivant les puissances crois- 
santes de k 2 , est de la forme 



011 A^, AiJ 2 ', . . ., AJ^f sont des quantites purement num&iques, 
qu'il s'agit de calculer. 
La formule de transformation de Landen (LXXXIL) 



en 



dn 



va nous permettre d'effectuer ce calcul pour chaque indice 
Gette formule est une identite par rapport a u et par rapport a 

Si Ton change T en - ^ en donnant a a, 6, c, d des valei 

rentrant dans le cas 3 du Tableau (XX ) et pour lesquelles k se 

ik' 
change en T et K en rfc -j- (LXXX 5 ), elle devient 



*da 



ou les signes superieurs se correspondent. Le second membre se 
Iransforme par les formules du Tableau (LXXX 6 ), 6crites dans 

C 1 ) Voii Comptes rendus de I' Academic des Sciences, t. LVII, p. 6x3 et p. 993. 
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ce m6me cas 3 pour c = o, en 



/ u . 
en y , .j. 9 k 
\k. ik' 

On a ainsi 



on d^duit de ces deux relations, par addition, en posant anssi 

A if =*'*, 
Fidenlite en w et a 

e- r * a cn(e za zi, e- 2 ' a )-{- e z " a cn(e- za w, e 2i 'a)= 2cosacn(w, cosa). 
II suffit de developper chacune des fonctions 
t, e T2 * a ), en (a, cos a) 



par la formule de Maclaurin et d'egaler les coefficients des memes 
puissances de u dans les deux membres, pour obtenir enire les 
pombres A[. /2) et a la relation 

i 5)a] 



+ A^cos'a-h. . .-f- Ag^ 
les deux derniers termes du premier membre sont 

Ajj+t cos 3 a -h A^j cosa, quand /i est impair ; 
"T" T" 

A^ 2 cos 3 a -H A| I /Z> cosa, quand 71 est pair. 
"T" 2 

On transforme aisement le second membre en une fonction li- 
n^aire des cosinus des multiples impairs de a. En ^galant ensuite 
les coefficients des cosinus des memes multiples de a, on obtient les 
relations cherchSes; on a d'abord A^=i, puis successivement, 
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,, . /n\ i pp. i- . i 

en designant par ( , 1 le coefficient binomial 






1 \ t\ I o2/2 4- ^ ' c%fl--& 
\ / * 

A I 71 ) /O 79 3 \ AW 

L. "~ 2 /*# 3 \ _^ Art- 

1 2 9/i "* la/ 2 2rt ~ 



(2/2 -i 



- 
i.a a* 



rt) 
A v ~ - '"S^ n-a 



ou Ton doit remplacer A ( fl) par T et ou 3 pour n impair, on doit 
remplacer Findice y. par - 3 1'indice v par - , tandis que, 



pour 7i pair, on doit remplacer 1'indice pi par et Tindice v 
par-- De simples resolutions d'equations du premier'degre don- 

2 

nentainsi directement, pour chaque indice /i, les valeurs des con- 
slantes A 1 ^, A 1 / 1 , . . . , A^, et il importe de remarquer, pour les 
calculs numeriques, que Ton a un procd6 de verification de ces 
calculs puisque Ton a n equations et n i inconnues seulement. 
Comme on 1'a fait observer au n420, le developpement de la 
fonction dn(w) se deduit immediatement de celui de la fonction 
cn(w). La relation 



permet ensuile d 1 obtenir aisement le developpement de la derive 
de la fonction sn(zj) 5 et, par suite, celui de la fonction SIX(M) elle- 
m^me. 

La m^thode de M, Hermite ne fournit pas seulement un nou- 
veau proced^ pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); 
elle permet d'obtenir aussi la loi de formation des coefficients des 
polynomes cn f2/ ^(o) ordonnes suivant les puissances de k*. 
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VI. Application aux fonctions de Jacobi de la m^thode 
de decomposition en elements simples* 

430. Quand on veut appliquer directement aux fonctions de 
Jacobi la methode de decomposition en elements simples, ce qui 
permet de retrouver les relations essentielles enlre ces fonctions, 
il convient d'introduire, comme element simple pour celles de ces 
fonctions qui sont doublement p^riodiques de premiere espece 
dans le parallelogramme des periodes o, aK, 2(K-h /K7), 2&K', 
la fonction impaire Z() definie an n 316; elle admet : cornme 
p6le unique et simple dans le parallelogramme, le point iK/; son 
residu relatif a ce p61e est i ; elle s'annule pour u = o et u = K et 
jouit des propri^tes mises en evidence paries formules (LXXEX^-s) 
qui montrent clairement comment elle pent jouer un role ana- 
logue a la fonction ^u^ en sorte que toute fonction doublement 
periodique de premiere espece dans le parallelogramme considere 
est, a une constante additive pres, une fonction lineaire de quan- 
tit^s tellesque TJ(U-O), Z(w b] et de leurs derivees; les con- 
stantes a, 6, ... n'etant autres que les affixes des poles de la fonc- 
tion consideree, diminuees de zK r . 

Ti < i. - 2 j- i r * ' ' ' 

il est a peme besom dedire que les tonctions 

* * 



peuvent jouer le r6leque nousvenonsd'attribuer a la fonctionZ(w). 

431. Quand on se sert comme element simple de la fonction 
Z(u), il est souvent commode, surtout pour la determination de 
la constante additive, d'avoir les premiers termes du developpe- 
ment de cette fonction en serie enti&re. On les obtient ais^ment 
au mojen des formules (CII 4 ) en utilisant le developpement de 
sn u. On trouve ainsi 



432. De m^me que Ton substitue auxquantit^s o> 4 , o> 3 les quan- 
tites K et K' introduces par Legendre, on remplace, dans lemme 
de notations, les quantit^s r li? 7^3 par les quantil^s E, E' 
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que definissent les egalit^s 

/ 14- A' 2 7)1 _ __ E 

(CII) 



On remarquera (n 406) que le premier membre de 1'egalit^ (i) 
est egal a Z\'o). 

L'introduction de ces notations permet d'ecrire la relation (die) 
sous la forme 



On en deduit immediatement, en se rappelant que Z(o) et Z(K) 
sont nuls, la formule 



(GH 8 ) 



/ 

t/O 



ou Tintegrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K. 
Si main tenant on fait la transformation 



qui, ainsi qu'il rsulte des formules (LXXX 3 _ 5 )j donne 

l^k\ Z f =A, L=K' 7 l/~ K, /KI E 3 = i 
et 



notre derniere formule deviendra 

(GII 9 ) f dii2( 

*/o 

oil 1'integrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K 7 . 

Observons que la relation "/ijcos 7)30^ = peut s^crire 
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si done on introduit E, E' an moyen des relations (CII^o), elle 
prend la forme 

(GIT,) EK'-i-E'K-KK'= j, 

qui est celle sous laquelleelle s'esld'abord presentee Legendre. 
Relativement au m6me parallelogram me o, 2K, 2(K-j-zK') ? 
2/K' et pour les fonctions de seconde espece T M. Hermite a em- 
ploy^ comme element simple, dans nne suite d'importantes re- 
cherches, la fonction de u 

H'fo)H(a-t-S) 

' 



qui ne diflPere pas au fond de la fonction ^(w), comme nous Pa- 
vons montre au n 371. Elle admet pour pole unique et simple le 
point o ; le r^sidu relatif & ce p61e est i . 
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CHAPITRE III, 

SUITE DES TH60REMES GENERAUX. 



433. Gonsiderons nne fonction doublement periodique (') dn 
second ordre F() aux periodes 2(o 1? 20)3 et supposons d'abord 
que ses deux poles a, b soient distincts; a, b seronl aussi les 
poles de la fonction doublement periodique du second ordre 
F(w) F(WO); comme est un zero de cette fonction, son se- 
cond z^ro sera a + b U Q et 1'on aura F (a +b M O ) F(z4 ) = o; 
comme z/ est quelconque, la fonclion F(w) prend done les 
m&mes valeurs pour deux valeurs de u dont la somme est 

a 4- b. On pent dire encore que la fonction F( -- 1- u } est 
r n \ a / 

paire; les p6les de cette derniere fonction sont - ; ils sont 
distincts des points o, to t? co 2 , o> 3 . La d^rivee F'l -- h u} de 
cette m6me fonction est inipaire et n'admet pas de p61es distincts 



des poles de la fonction F - h u ; etant impaire et etantfinie 
pour u = o ? elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi 
pour u = to a : en efiet, les deux quantites finies F ( ^"" 

FM -- w a \ doivent etre egales et de signes contraires puisque 



la fonction F' j- u est impaire, et 6gales puisque 2to a est 



une periode de la fonction F f (u). Ainsi les quatre z6ros, ^videm- 
ment simples, de la fonction du quatrieme ordre F'( a), sont 

a-i-b 



( * ) Dans tout ce Ghapitre il ne sera question que de fonctions doublement 
periodiques ordinaires. 



SUITE DES THfiORfeMES G&NtiRAUX. 77 

La fonction doublement periodique 



est du huiti^me ordre; ses zeros sont en evidence; chacun est 
double, puisque la derivee de chaque facteur s'annule pour le zero 
correspondent; elle admet les memes zeros, an meme degre de 
multiplicity que la fonction F /2 (w); elle admet aussi les memes 
poles, au meme degre de multiplicite; le rapport des deux fonc- 
tions $(M), F /2 (w) est done une fonction doublement periodique 
qui n'admet pas de poles : c'est une constante; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable u, 
du second ordre, a poles distincts } verifie une equation diffe- 
rentielle de la forme 



oil M, A, B, C, D sont des constantes. 

Soit maintenantjK=r:/(&) une fonction doublement periodique 
du second ordre admettant le pdle double a. On reconnait, comme 
precedemment, que la fonction /(a + u) est paire etque son pole 
est distinct des points o> 1? co 2 , o) 3 ; puis, que la fonction du troi- 
si^me ordre/'( it) n'admet pas d'autres zeros que les points a+ o> { , 
a-f-coa, a + o> 3 ; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable u, 
du second ordre, a pole double, verifie une equation diffe- 
rentielle de la forme 



ou M, A, Bj C sont des constantes. 

Telle est ? par exemple, la fonction pit. II resulte de la que les 
derivees d'ordre pair d*une fonction doublement periodique du 
second ordre y sont des fonctions rationnelles eotieres de j, et 
que les drives d'ordre impair sont egales au produit dej 7 par 
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une fonction rationnelle entiere dey. Nous allons generaliser ce 
tbeoreme. 

434. Soil cp(w) une fonction doublement periodique du second 
ordre, dontles periodes soient aco<, 2co 3 et dont les p61es sotent 
a, b. Toute fonclion doublement periodique $(M), admettant les 
m6mes periodes que <p(zj), eUellequeronait$(a + u) = <&(&), 
s'exprime rationnellement au mojen de cp(w) Le cas ou la fonc- 
tion cp(zj) admettrait un p61e double a = b n'est pas exclu. 

Le thor&me sera demontr^ si L'on prouve que la fonction 

. , ?"~r>j ou A et B designent des constantes, s'exprime ration- 
<J>( u) B A 

nellement au moyen de ?(w); or on peut toujours determiner les 



A n i IP - ... 

constantes A et B de maniere que la fonction , ^_ ' qui jouit 

des mmes propri^tes que la fonction $(#) et dont les poles et les 
zeros sont respectivement les solutions des equations $() B = o, 
0(w) A=o ? n'ait aucun p61e ou aucuu zero qui coincide soit 

avec a, soit avec b, soit avec -- ; nous pouvons done faire im- 

m^diatement cette hypotbese sur la fonction *(tt). 

Ds lors, siaestunzero ou un p61ede cette fonction, a + b a 
sera un z^ro ou un p61e, distinct de a, du meme ordre de multi- 
plicite; la fonction $(w) auraun nombre pair de z6ros etdep61es; 
elle sera d' ordre pair an, et 1'on pourra represented de ses p61es 
para,, a 2 , ., , ; a/z, les autres p61es ^tant^z + 6 a H a + b a a , ..., 
a + b a rt ; dena^me,on representera n de ses zeros par ^, J3 2j ..., 
j3fl ? les autres tant a + b j3 i? + 6 p a , . . ., a+ 6 p /2 . Si 
maintenant Ton considere la fonction doublement periodique 



on reconnait qu'elle admet les ni^mes z^ros et les m6mes p61es 
que la fonction $(w) au meme degre de multiplicity; elle lui est 
done identique a ua facteur constant pres, et la proposition est 
demontree. 

Notons, en passant, cette fagon tres remarquable de repr^senter 
une fonction doublement periodique telle que *(z), de maniere 
a mettre en evidence ses pdles et ses zeros. Le cas oft $(#) et 
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cp(w) sont des fonctions paires est parliculierement digne d'at- 
tention. 

Les formules (LXXXVII 4 _ ), (LXXXIX 4 _ 6 ), (CX 4 _), ainsi 
que les formules analogues que Ton pent etablir pour les fonc- 
tions 5, et dont Tune a etc obtenue au n 337, peuvent etre regar- 
dees comme des exemples. 

435. Soitp(w) une fonction doublement periodique du second 
ordre. Toute fonction doublement periodique $(), ayant les 
mgmes periodes quev(u), s'exprime rationnellement au moyen 
de o(a) et de sa derwee 'f'(^)* Soient, en effet, a, b les deux 
poles de <f>(&), les deux fonctions doublement periodiques 



$(a~b it) 
^^T) - 

jouissent ^videmment des proprietes qu'expriment les equations 

/(a) =/(*-*- $ -K), /i(zO=/i(- 6 -); 
ce sont done des fonctions rationnelles de <f (#); on a d'ailleurs 



et la proposition est demontree. 

En particulier, si 1'on prend pour sp(w) une fonction paire, on 
voit que toute fonction doublement periodique paire $(), ayant 
memes periodes que <p(w) s'expriine rationnellement au moyen 
de 'f (&) seulement. 

436. D'apres la derni^re des propositions que nous venons d'e- 
tablir ? toute fonction doublement periodique aux periodes 2o> iT 
2(0 3 est une fonction rationnelle de pu, p'u. 

II iinporte d'observer que cette derni&re consequence resulte 
tres simplement de la formule de decomposition en l&oaents 
simples. Soit, en effet, f(u)h fonction doublement periodique 
consid^ree, dont nous d(5signerons pour un moment les poles dis- 
tincls par a^ 1'ordre du pole at ^tant a/. Si, dans la formule 



(*^ 
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nremplace (M a L ] et ses derivees par ^u #;+^ ^"__ S 

t les derivees de cette quantite, qui sont des fonctions ration- 
elles de p^ et de p'w, puisque toutes les derivees de pit sont des 
Dnciions enlieres de pu et de p'u, on voit de suite que/(w) 
'exprime aussi rationnellement au moyen des m&nes quantiles; 
n effet, apres la substitution, le coefficient de >u est 2A (l " J , qui 
st nul. La proposition annoncee est etablie. 

II resulte de ce raisonnement etdes expressions des derivees de 
)u au moyen des puissances de pu que, si la fonction double- 
aent periodique n'admel dans le parallelogramme des p^riodes 
[ue le pule zero, lequel est necessairement multiple, elle est une 
onction entiere de pu et de p'u. On reconnaitra sans peine que si 
e pole unique est d'ordre TZ, ainsi que la fonction doublement pe- 
iodique /(&), celle-cise mettra sous la forme A + Bp'w, A etant 

in polynome en pu dont le degre sera &jal a - quand /? est pair, 
>lus petit que - quand n est impair, et B un polynome en pu 
lont le degre sera 6gal a "" quand n est impair, plus petit que 
-^- quand n est pair. 



437. Dans le cas general, en procedant comme on Ta explique, 
u se met sous la forme 



D 

^ ? B 3 D etant des polynomes en pu. On parvient a cette meme 
orme par un procede un pen different qui va nous fournir sur les 
K>lynomes A, B, D quelques renseignements utiles. 

Nous nous bornerons, poursimplifier, au cas oula fonction/(?^) 
r"a point de pole ou de z6ro qui soit nul; s'il en est autrement, 
e lecteur verra sans peine les pelites modifications qu'il convient 
Tapporter a Tanalyse suivante. 

En supposant que la fonction f(u) soit d'ordre n, on peut la 
nettre sous la forme (n a 391) 
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ou C designe tine constante. On ne suppose pas que les nombres 
#<, a*, . . ., a a soient distlncts, non plus que les nonibres b { , 
b 2 , . .,, b n \ mais les premiers nombres sont necessairement 
tous diflerents des seconds. On a alors, en tenant coinpte de IV 1 - 
galiti (Ml,), 



en posant 



F(u) est une fonction doublement periodique d'ordre ^/?, n'ad- 
mettant dans le parallelogramme des periodes que le pole o ; cetle 
fonction F(z/) est done de la forme A + Bj3 f w, ou A et B sont 
des polynomes en pit, dont le premier est de degre n et le second 
au plus de degre n 2. 

438. Observons que le produit F(w)F( w), toujours a cause 
de Tegalite (VIIO, est egal a 

(tfa '"g'fll) ^~^ fll ^-'^" 
011^ remplace pu] on aura done 
= A*- 



II r&ultede la que le poljnome A 2 B a (4/ 3 ^ 2 J ^3) est 
divisible par D et que le quotient, qui n'est autre chose, a un 
facteur constant pres, que (y j> 6|) (y p 6 2 ) . . . ( j p 6), est 
premier a D. 

Les fonctionsy^pw et z=f(u) + D P '% a cause de la 
relation p ; - it = 4 J 3 ^"sJK ^s ? sont liees par la relation 



ou 



T. et M. - III. 
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D'apres ce que Ton vientde dire, cette relation est entiere; elle 
est du second degre en 5, du n lhme degre en 7; enfin, le premier 
membre n'est pas divisible par un polynome qni coniienne y seu- 
lement. Gette conclusion subsisterait dans le cas on la fonction 
f(u) admettrait quelque pole ou quelque zero qni serait mil. 

On observera encore que le premier membre de cette equation 
ne peut tre decompose en un produit de deux polynomes entiers 
enjK, ^ n sauf dans le cas ou B serait identiquenaent mil, c'est- 
a-dire ou z serait une fonction paire. En efFet, il n'est pas divisible 
par un polynome contenanty seulement; il n'est pas divisible par 
un polynome du second degre en ^, sans quoi le quotient serait 
un polynome en y seulement; il reste a supposer Pexistence d'un 
diviseur du premier degre en ^; dans ce cas, les deux racines de 
Fequation en z seraient rationnelles en y, ce qui n'est possible 
que si B 2 (4/ 3 g*y g$) est un carr6 parfait; or cela n'a lieu 
que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas ou B est 
nul, le premier membre del'equation consideree n'est pas le pro- 
duit de deux polynomes entiers en y et z\ il en resulte en parti- 
culier que le discriminant de cette equation, consideree comme 
une equation eny, n'est pas identiquement nul et que cette equa- 
tion a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs particulieres 
de Z, en nombre limite. 

439* Dans leur belle Theorie des fonctions elliptiques, Briot 
et Bouquet sont alles plus loin dans la voie ouverte par Liouville 
et ont etabli quelques nouveaux theoremes parmi lesquels le sui- 
vant, qui est fondamental. 

Entre deux fonctions doublement periodiques, admettant 
le$ deux periodes 2ct) 1? 2co 3 , ilexiste une relation algebrique* 

En efiet, si 1'on pose 



et si Pon designe par z et t les deux fonctions de u considrees, 
on pourra les mettre sous la forme 



_ 
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en designant par A, B, D, ,l>, ijj, ffl des polynomes en y. En elt- 
minant y et^ entre ces relations et la relation 

(P) / 3 = 4^-w-*,, 

on obtiendra une relation 

(Y) R(5,o = o, 

qui devra etre verifiee quel que soit u. 

440. Inversement, si Ton considere nn systeme de valeurs en 
z, t qui verifient cette Equation, il existera un svsteme de valeurs 
r,y qui verifieront les trois equations (a), (); d'ailleurs, a un 
systeme de valeurs 7,7' qui verifient Tequation (j3), correspond, 
dans le parallelogramme des periodes, une valeur de u qui fait 
acquerir a pit, p f u les valeurs jr, y\ par suite, tout svsteme de 
valeurs de ^ ? t qui satisfont a Pequation (y) peut etre considere 
comme un systeme de valeurs des fonctions ^ : t qui correspondent 
a une meme valeur de u. 

R(^ 7 1) est un polynome en z, t. II peut etre divisible par un 
polynome en z, dont les racines correspondent aux valeurs de u, 
qui annulent simultanement A, + \&y el ; il pent de meme etre 
divisible par un polynome en t. Supposons, d'une fagon g^ne- 
j que l j on ait 



y(x) et A(f) designant respectivement des polynomes qui con- 
tiennentj Fun la variable z seulement, 1'autre seulement la va- 
riable t, et $ { (z, *), g^z, f), . .., designant des polynomes ir- 
reductibles contenant les deux variables 7 t\ en disant que ces 
polynomes sont irr^duclibles, nous entendons que Tun quel- 
conque d'entre eux n'est pas le produit de deux, polynomes. 

Quand on regarde dans l'identit prec^dente z et t comme les 
fonctions donnees de u : le premier membre est identiquement 
nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun 
est une fonction analytique de u\ Fun de ces facteurs est done 
identiquement nul; en effet, le produit de deux fonctions analy- 
tiques dont aucune n'est identiquemenl nulle n'est pas lm-mme 
identiquement nul ? comme on le voit de suite en se reportant a la 
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regie de la multiplication de deux series entieres, Or il est clair 
que les fonctions y (5), 'i(f), regardees comme fonctions de z/, ne 
peuvent pas lre identiquement nulles puisque, dans le parallelo- 
gramme des periodes, elles ne s'annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de u\ c'est done un des polynomes g,(s,), (^(s, ),..., 
qui s'annule identiquement quand on y regarde z et t comme les 
fonctious donnees de it] nous le d^signerons par (j(s 9 1}. 

Nous allons montrer que tous les polynomes (j { (s, *), 3(3, *), ... 5 
consideres comme des fonctions de s, t : sont identiques a (3, if). 
Considerons, en effet, un systeme de valeurs JS G , t Q qui annuleiit, 
par exemple, le polynorae 4 (s, *); R(3 fl , f ) est mil; done, d'a- 
pres ce que Ton a dit au debut, il existe une valeur w de u qui 
fait acquerir les valeurs <>, ^o aux fonctions s^ t\ puisque la fonc- 
tion (^, t) s'annule identiquement quand on y regarde 5 et t 
comme les fonctions donnees de , il faut que ^(^o? *o) soil nul ; 
ainsi, toutes les solutions de Pequation ^ (s 9 1) = o verifieut Fe- 
quation $(s 9 1) = o. Puisque les deux polynomes { (z, *), Cf(^, <) 
sont irr^ductibles, il faut qu'ils soient identiques a un facteur 
constant pres. Le mme raisonnement s'appliquant aux polynomes 
^2(5, ), . . M il est clair que Ton pourra poser 



ou v est un nombre entier, et 1'equation g(^, i) = o jouit des pro- 
prietes suivantes que nous rappelons : elle est irreductible; elle 
estverifiee pour tout systeme de valeurs des fonctions #, t qui 
correspondent a une m^me valeur de u] si Ton considere un sys- 
teme de valeurs -o* 'o qui la verifient, il existe une valeur w de u 
qui fait acquerir les valeurs s , / aux fonctions s, t. 

441. D^signons par m, n les ordres respectifs des fonctions 
doublement periodiques z, t. 

L'&piation (^(js, i) = o ? consider^e soit comme une equation 
en 5, soit comme une Equation en I, n j a de racines egales que pour 
un nombre fini de valeurs de , ou un nombre fini de valeurs de z, 
puisqu'elle est irreductible. Considrons~la, par exemple, comme 
une Equation en ^, en donnant a s une valeur z {) pour Jaquelle 
liquation (^ i? t) = o n'ait pas de racines Egales et qui, en outre, 
soit distincte des valeurs que prend la fonction 5 quand on y rein- 
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place u par Tune des valeurs qui annulent ^-- Ily aura alors, dans 

le parallelogramme des periodes, m valeurs distinctesde u qui fe- 
ront acquerir a z la valeur z\ ; designons-les par u { , i/ 2j . . . } u m , 
etdesignons par ^ 3 t*, ..., t m les valeurs correspondantes de t\ 
ces dernieres valeurs verifieront Tequation (^ <} /)~o; aucune 
auLre valeur de t ne verifiera cette equation dont aucune racine 
n'est double et dont, par consequent, le degre en t sera exacte- 
ment egal au nombre des quantites t { , f 2 , . ., t m qui seront dis- 
tincles. En particulier, si toutes ces quantites sont 6gales ? t sera 
une fonction rationnelle de ^, Un raisonnement analogue s ? ap- 
plique au degre en z du polynome Cf(^, t). 

d~ 

442. Supposons, en particulier ? que t soil la derivee z' = -^~ 

de la fonction z : on voit tout d'abord (\\iil v a une relation al- 
gebrique entre une fonction doublemcnt periodique et sa de- 
rivee. Celte derniere proposition, que Ton connaissait avant le 
theoreme general, est due a AL Meray. 
II est aise de voir que cette relation 



estj en z 1 , de degre m egal k Fordre de la fonction . Nous mon- 
trerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acque- 
rir a 5 la meme valeur, elles feront acquerir a ^ des valeurs diffe- 
rentes. Cela r^sulte, ainsi que 1'a fait remarquer M. Weierstrass, 
de ce que les 6galit6s 



dz dz' * dz 

determinent sans ainbigu'ite les derives successives z\ jf l f , ... en 

A{~* 
fonction de z, s? 9 pourvu toutefois que la dSrivee partielle ^5 ne 

soit pas nulle. Si done deux valeurs & { , ^2 faisaient acqnerir une 
oime valeur a la fonction z d ? une part, a la fonction 5' de Fautre, 
elles feraient acquerir la meme valeur a z ff ^ &z m , .,.. En designant 
pour un instant par/(w) la fonction , on voit que les deux d- 
veloppements de Taylor des deux fonctions de h^f(u { + h) et 
}, seraient identiques; par suite, puisqu'il s'agit de fonc- 
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lions analytiques, ces deux fonctions seraient gales pour tome 
valeur de A, et. ea remplagant h par u u { , on aurait done, pour 
toute valeur de w, f(u + u^u^) =/(), cequi exigeque w 2 < 
soitune periode; en d'autres termes, que les points u\, u% soient 
congruents, contrairement a 1'hypothese. 
L'equation g (5, d] o est done de la forme 

Zj-s'w-f- Zis'^l-K . .4- Z m = 0, 

oii Z , Z i? . ,, ; Z OT sont des polynomes en z\ le premier est nne 
constante, puisque, pour toute valeur finiedes, la fonctions 7 (don t 
les poles ne sont pas distincts de ceuxde z) a une valeur finie ; de 

z 

plus, Z TO _, estidentiquementnul; en effet -~^- est, au signe prs, 

la somme des inverses des valeurs de 3 qui correspondent une 
valeur donnee de z. Designons par u { , 2 , , ., u m les valeurs 
de u qui correspondent a la valeur -3; u^ w 2 , . * ., u m pourront 
Stre regardes cornme des fonctions de 5, et la regie de derivation 
relative aux fonctions inverses montre que Ton a 



puisque la somme u\ + z*>4-. . . H- z/ w est constante, on voit que 
le polynome Z OT-1 doit Stre identiquement nul (*). 

443, Le theor&ne du n 439 admet la reciproque suivante ( 2 ) : 

Si les deux fonctions doublement periodiques F(M), *(tt) s 
admettant respectivement lesperiodes 2^, 20)3, aa>' n 2(o' 3) 5on^ 
//6^ />ar wwa relation algebrigue, les quatre periodes se r&- 
duisent a deux, de$t-a-dire qu'elles sont des fonctions Unfair es 
a coefficients entiers de deux periodes. 

Solt, en effet, 
(S) 



la relation algebrique entre F(u} et *(B) ; on en conclut, en po- 



C 1 ) Baiox et BonouET, Fonctions doublement p&iodiques, i" 4dit., p. 90, 
( 2 ) royes JORDAN, Cowrj c2Mnofye d Vficole Poly technique, a 6dit, t.H, 
p. 344. 
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sant o = a jjuoj 2Vfc>' 3 4- 2ftto n oii ji, v, n sont des entiers, que 
Ton a 



comme on le voit immediateroent en changeant d'abord, dans (a\ 
u en zf-f-2tta>j,ce qui n'allere pasF(^), puisdans $(z/-f~2#6> t ) 
seulement, u en u -4- 2[W d + 2vo>' 3 , ce qui n'altere pas $(w). 

D'ailleurs, on a vu (*) que, si les trois nonibres 20),, 2co' n W 3 
ne sont pas des fonctions lineaires a coefficients entiers de deux 
nombres, on peut choisir les entiers tjt, v ? n de facon a rendre 3 
aussi petit qu'on le vent, en valeur absolue. II en resulte, puisque 
R[F(w), <I>(z/-h 3)] est developpable en serie entiere suivant les 
puissances de 3, quecette quantite, regardee comme fonctiondeo, 
est identiqueraent nulle; si Ton pose u -t- 3 = ?//, P^galite 

R[F(a), *(H')] = O 

sera verifiee, qnels que soient u et z/', et, par consequent, quels 
que soient F(w) et $(M'); tous les coefficients du poljuome en 
F, $ qui figure au premier membre seraient nuls. 

444. Revenons au cas general et reprenons les notations du 
n 439; si les deux poljnomes B et ife etaient identiquernent nuls, 
z et t seraient des fonctions rationnelles de y et Ton formerait 
sans peine Pequation entre z et *, en eliminanty. Supposons que 
le polynome B ne soit pas identiquement nul, on pourra proceder 
comme Jl suit : 

De la premiere equation (a), on tire y 1 et, en portant dans Pe- 
quation (|J), on trouve ? comme on Pa vu au n 438, 






cette Equation est entiere en s et j, du second degrg en 5, du 
m iAme d e g r ^ en y e t elle est irreductible. Des deux equations (a) 
on tire 3 en dliminant y 1 , 



*= 
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le second membre est line fonction rationnelle en y. Si, entre les 
equations Q et (r ( ) on elimine/, on formera une Equation 



de degre m en t\ les m racines de cette equation, quand on donne 
a z une valeur particuliere, sont les m valeurs que prend la frac- 
tion, rationnelle en y, qui forme le second membre de liqua- 
tion^/;), lorsqu'onyremplacejK par les T?Z racines de Fequation(^) 
envisagee comme une equation en y. 

Ceci pose, supposons que Fequation (en t) Q(^, ) = o n'ad- 
mette de racines multiples que pour des valeurs particulieres de s, 
et soit u une valeur de u qui fasse acqugrir a la fonction une va- 
leur ^ distincte de ces valeurs particulieres; soient , / les va- 
leurs des fonctions Z, y pour u = U Q . L'equation Q(5 , t) = o ad- 
met laracine simple t = t$] d'apres la theorie de Telimination, 
les deux equations eny, () et (r 4 ), dans lesquelles on remplace s 
et t par ZQ et ^ , n'admettent done qu'une racine commune, et cette 
racine commune est ncessairement y Q ; cette racine commune 
unique s'obtient par des operations ralionnelles; ainsi y Q s'ex- 
prime rationnellement en j? j ^ ; le raisonnement s'appliquant a 
toutes les valeurs de u, sauf un nombre fini de valeurs exception- 
nelles dans le parsllelogramme des periodes, on voit que y = pu 
est une fonction uationnelle de z et de t] il en est de meme de 



'- 

y - 



d'ailleurs toute fonction doublement periodique s'exprime ration- 
nellement an moyen de y, y f ' 7 donc(* ) : 

Sis et t sont deux fonctions doublement periodiques, aux 
periodes 2(0,, 2<o 3 , si z etant d'ordre m, les m valeurs de t 
qui correspondent a une valeur donnee de z sont en general 
distinctes, toute fonction doubtement periodique, aux periodes 
7 20)3, s'exprime rationnellement au moyen de z et t. 



( ! ) Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un theore* me 
de M, Weierstrass relatif aux fonctions 2r fois p^riodiques de r variables (Crelle, 
t. 89; CEuvr**, l. II, p, i3a). 
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445. Ce theoreme s'applique en particulier au cas ou t est la 
derivee de s (n 442). Ainsi, toute fonction doublement perio- 
dique est une fonction rationnelle d'une fonction doublement pe- 
riodique arbitraire ? admettant les m6mes periodes ? et de sa de- 
rivee. Cette derniere proposition, qui esfc une generalisation du 
theoreme de Liouville du n 435, est due a Briot et Bouquet. 

Si F(M) est une fonction doublement periodique a periodes 
2(o i7 2G> 3 , il en sera de meme de la fonctida F( + 9) regardee 
comme une fonction de w; la foncti on (u + v) est done une fonc- 
tion rationnelle de F(z/), F'(M); il est a peu pres evident que les 
coefficients de cette equation sont des fonctions rationnelles de 
F(f)j F A (p), dont les coefficients ne dependent ni de it ni de v. 
Au reste, il ne subsistera aucun doute dans Fesprit du lecteur s'il 
remarque que F(u + v) peuts'exprimerrationnellement au moyen 
de p(w4- c') 7 p'(w4- f) par exemple; que, en vertu des formules 
d'addition (Vila), ces quantites s'expriment ralionnellement au 
moyen de J>H, pt?, p ; ?/, p'r, et qu j enfin pit, p'u s'expriment 
rationnellement en fonction de F(ZJ), F'(z^); tandis que pp, p 7 ^ 
s'expriment rationnellement en fonction de F(V), F'(?), d'apres 
le theoreme precedent, Ainsi F{w + r) sexprime rationnelle- 
ment au moyen de F(K), F(p), F(z/) 3 F ; (r). 

En prenantla derivee de cette fonction rationnelle par rapport 
a u et en tenant compte de ce que la fonction doublement perio- 
dique F /; (M) s'exprime elle-m^me rationnellement au mojen de 
F(w), F r (u)j on deduit du theoreme precedent que la fonction 
F ! (u + 9} est elle aussi une fonction rationnelle de F(), F 7 (?^) 3 
F(p), F 7 (p). II en est de meme des d^rivees de tous les ordres de 
la fonction F(u + <>). Les m^mes resullats s'appliquent d'ailleurs 
a la fonction F ( + v + c), ou c designe une constante quelconque, 
puisque }?(u+v + c} est une fonction rationnelle de F(w+ 9) et 



446. Si a: = F(tt) est du second ordre, sa derivee F'(K) est 
egale (n 433) a la racine carreed'un polynome/(^r) du troisieme 
ou du quatriemedegre; si Ton pose en outrey=F(p),=F(tf>), 
on en conclut que, si u, *>, w sont lies par la relation 
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ou c est Tine constante quelconque, s et ^f(s) s'expriment ra- 

tionnellement en fonction de x, \//( a? )' 7' V//1)')- ^' est encore 
nn cas particulier du c&ebre tlieoreme d'Abel (); il se reduit, 
pour u = o, a une proposition due a Euler, sur laquelle nous 
reviendrons au Gliapitre IX, proposition qui a ete le point de de- 
part des principaux travauxdesGeometres quiontfondlatheorie 
des fonctions elliptiques. 

447. Revenons au cas general ou F(w) estd'ordre quelconque. 

Comme F'(z/), F'(p) sont lies a F(M), F(?) par des relations 

algebriques 



on conclut, du tWor^me demontr^ au n 44S, qu'il y a une rela- 
tion algebrique 



entre F(w + p), F(), F(P), c/o/z^ fc^ coefficients ne dependent 
pas de u et de P. 

Quand une fonction F() jouit de cette propriete, ondit qu'elle 
a un theor^me algebrique d'addition. Toute fonction doublement 
periodique F() a done un theoreme algebrique d'addition. 

Quand une fonction F(M) jouit de la propri^ que F(u -f- p) 
est une fonction rationnelle de F(w), F(^), F 7 (w), F 7 ((?), on dit 
qu'elle admet un theoreme algebrique d'addition univoque. Toute 
fonction doublement periodique F(w) admet done un theorme 
algebrique d'addition uni9oque. 

448. II convient de rapprocher des th^oremes que nous venons 
d'etablir d'autres theor^raes qui peuvent tre regard^s comme 
leurs reciproques. La demonstration de ces theoremes repose sur 
des propositions de la th^orie des fonctions que nous avons voulu 
viter. Ce sont eux qui servant de point de depart a Pexposition 
magistrale de la th^orie des fonctions elliptiques que M. Weier- 
strass a donne dans ses Cours a FUniversite de Berlin ( 2 ). 

La foaction analytique la plus generale ? ayant un theorem e 



CBwres, 1. 1, p. i45 (nouvelle Edition r88i). 
SGHWARZ, Formules, etc., n 08 1, 2. 
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d'addition univoque, ne peut etre qu'une fonction analytique imi- 
voque se comportant aux environs de tout point iini comme une 
fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une region finie 
quelconque du plan, qu'un nombre fini de poles; elle ne peut 
prendre, dans cette region finie quelconque du plan, qu'un nom- 
bre fini de fois une valeur determinee arbitrairement fixee. On en 
conclut qu'elle ne peut etre qu'une fonction rationnelle, on une 
se"rie entiere, ou le quotient de deux series entieres. On demontre 
d'ailleurs que, dans cesdeux derniers cas, elle est necessairement 
p^riodique; mais les fonctions univoques periodiques ne peuvent 
tre, comme nous 1'avons montre (n 83), que simplement ou dou- 
blement periodiques. 

Les fonctions doubiement periodiques ont toutes un theor&me 
algebrique univoque d' addition. Relativement aux fonctions sim- 
plement periodiques ayant un theoreme algebrique univoque d'ad- 
dition, on demontre qu'elles sont des fonctions rationnelles de 

uizi 

e** , ou a) est une constante; d'ailleurs, les fonctions ralionnelles 
de u ont evidemment un theoreme algebrique univoque d 7 addi- 
tion. Ainsij les fonctions analytiques de u, ayant un theoreme al- 
ge*brique univoque d* addition, sont les fonctions rationnelles de u, 

UK I 

les fonctions rationnelles de e w et les fonctions doubiement pe- 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
p'u construites au moyen de pe"riodes convenablement choisies. 
Plus generalement, on demontre que toute fonction analytique 
qui admet un theoreme algebrique d'addition, dans le sens qui 
a e"te* expliqu^ plus haut, est une fonction algebrique de , ou une 



M7TZ 



fonction algebrique de e w , ou encore une fonction alge*farique de 
la fonction pu construite au moyen de pe"riodes convenables 
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CHAPITRE IV. 

ADDITION ET MULTIPLICATION. 



I. Theor&mes d'addition pour la fonction pu. 

449. Nous avons rencontre, a plusieurs reprises, les formules 
relatives a ^addition de Targument dans les fonctions double- 
ment periodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus 
speeialement de cette question, 

Rappelons d'abord les formules (VII 3 ) ^tablies a nouveau au 
n 396, et d'ou Ton deduit immediatement les relations 



(cm,) 

(CIHO 

(CHI,) 

La quantite 



p u p a 

N v p'a 

a) ita = ; 

pw pa 



pa\ 
' 



, 
w pa) 2 ' 



2 pupa 



T 

pa] 

r i 



est symetrique par rapport a u et a, et c'est une fonction paire 
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de u et de a\ le second membre doit pouvoir se mettre sous une 
forme qui melte ces proprietes en evidence 5 en exprimant tout 
en fonction entiere de pu, developpant et reduisant, on Irouve, 
pour le numerateur du second membre, 



2 a p u \ frpu { 
on a done 



Cette equation, avec la seconde des Equations (CIIL), conduit 
immediatement au resultat suivant : 



Le lecteur etablira sans peine, au mojen de ces ibrmules, les 
relations ( * ) 



(CHI) 

(6) 

puis la relation 

*(' 



ij pour u = , donne 



(CttI 7 ) 



Ainsi pw est une fonction rationnelle de p (- 1 ? done aassi de 

<P ( *"^ ) ^ m est un eat ^ er positif quelconque; c'est 14 un cas 
particulier d'un theorfemeque nous etablirons dans le paragraphe 



( l ) Voir SGHWARZ, Formules et propositions pour Vemploi des fonctions 
elliptiques, traduction de M. Fade; article 12. G'est cette edition francaise 
que nous renverroas dor&iayant. 
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suivant. En faisant u = a dans la formule (CIII 3 ), on a immedia- 
tement cette seconde expression de p(aM), 



480. Si Ton pose, pour abreger, 



, , 

' 2 pz* pa 

on pent ecrire les relations (CIII 3 ), (GIII 5 ), (VII 3 ), 



* V- 

en liminant # et y entre ces trois relations, on a 

fch\*_ ; 2 , 

\ctu I 

Nous savionsd6j^parletheoremedeLiouville(n 433), que toute 
fonction 5 doublement periodique du second ordre de la variable u 

verifie une equation diffrentielle de la forme ( -T-) ~/()i ou 

/(s)est un polynome du troisieme ou du quatrieme degre en 5; 
nous connaissons maintenant la forme particulire de ce poly- 
nome pour la fonction .$ = - ; cette forme nous sera 

r 2 p u p a 

utile plus loin. 

451. Consid^rons la fonction de u 

j i pu p'u 

f(u)~ i pa p'a 

. i pl> p'b 

oi a et b sont des constantes. II est clair que f(u) est une fonc- 
tion doublement periodique du troisieme degre et que o est un 
p6le triple, sauf dans le cas oil le coefficient de p f u s'annule ? 
c'est-a-dire sauf dans le cas oft Ton a 

a^b (modd. awj, 
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excluons ce cas pourle moment; la somme des zros dans le pa- 
rallelogramme des periodes doit tre congrue a la somme des 
p6les, c'est-a-dire a o; puisque a et b sont des zeros distincts, il 
faut que le troisieme zero soit a b] on en conclut Fegalite 
importante 



pa 



p'a 
p'b 



ou, si Ton veut, le theoreme Equivalent : la congruence 



entraine I'^galite 



a b -*- c 

i pa p'a 
r pb p'b 
i pc p'c 



(modd. 



Cette egalite subsiste evidemment si Ton a b= c\ elle n'a plus 
de sens si Ton suppose b = c, puisqu'il faudrait alors qu'on eiit 
a = o, en vertu de la congruence supposee. 

4o2. Observons encore que, d'apres le n 391, on peut ecrire, 
en conservant a f(u] la signification da precedent numero ? 






pourvu qu'on n'ait pas a = b ; on determinera la constante C 
en egalant les coefficients de dans les deux membres d^velop- 
pes suivant les puissances ascendantes de u^ savoir : 

-b}3(a b) 



pour le premier, et 

pour le second; on en conclut la valeur de G et la relation 



i pu pu 
i pa p'a 
i pb p'b 



(a - 



a 3u 
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II est bien aise de verifier que cette identile subsiste dans le cas, 
que notre demonstration exclut, ou a serai t congru a &, moduli's 
2W,, 20)3. Si, dans cette identite, on suppose a ~ to 1? b = a) 3j en 
se rappelanl que Ton a (VII<) 



il vient 



ct>a)c'ftt top 

~" 



G'est de cette egalite qu'on a deduit, au n 98, liquation diffe- 
rentielle laquelle satisfait la fonction pu. 

4o3. SI Ton a 

a-r-6-r c^o (modd. 2o>|, 20)3), 

le determinant 

i pa p'a I 
i pb p'b | 

! i PC p'c \ 

est nul; si done on eiclut le cas ou Ton aurait pa = pb = pc, il 
existe deux nombres (*) X, p., tels que 1'on ait 



p'c = Ape -t- ,u. 

D'ailleurs les couples de quantites p'a, pa; p'6, p; p'c, pc, 
mis respectivement a la place de X', X dans Tegalit^ 



verifient cette egalite. Les quantites pa, pi, pc vdrifient ainsi 
1'equation 



si done, comrne nous le supposerons dans la suile, deux de ces 
quantites ne sont pas egales, on aura identiquement 



( l ) P^otVHAiPHEN, n^onV o?^ Fonctions elliptiques, 1. 1, p. 3 . 
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c'est-a-dire 



En rernplagant dans ces egalites X et p. par leurs valeurs tirees 
des equations (a) qui donnent 

> - p'b p'c _ p'g p'<* _ p'a~p' 

A j . - _ __ .. y 

pb pc pc pa papb 



pc pa 



on obtient une serie d'fdentites qui toutes seront des consequences 

de la congruence 

a b ~- c = o (modd. au)!. 2ti) 3 \ 

et parmi lesquelles figurenl en premiere ligne celles-ci 



qui equivalent evidemment a Pegalite (CHI 5 ), dans laquelle on a 
pris les signes superieurs. 

On a suppose que deux des quantites pa, p6, pc n'etaient pas 
^gales. En tenant corapte de la continuite, on voit de suite que si 
Ton suppose deux de ces quantites, mais non trois, egales, celles 
de ces egalites ou ne figure pas un denominateur nul devront sub- 
sister. 

Si Ton elimine ^ et p, entre les trois Equations (^), on parvient 
a NgalitS 

( ( p^pc 4-pcpa-hpap6 -H ^ }" 
- \ 4 / 



qui est encore une consequence de la congruence 

#-h&-!-co (modd. awi, 2o> 3 ), 

et mme des diverses congruences 



a 
T. et M. - III. ' 



gS CALCUL INTEGRAL. 

puisqae les deux membres ne changent pas qiiand on y change b 
ou c en b ou c. 

454. Nous nous conlenterons de citer les relations suivantes, 
que le lecteur etablira sans peine en se reportant au type le plus 
general d'une fonction doublement periodique donne au n 391 
et aux formules (CIII 10 ), (VII,), relations qui ont lieu quels que 
soient a, 6, c, 



(CIIIu) 



c; 



~ -(pb 



p(c a)] 

p(a 6)]. 



Signalons aussi Tegalite 



'a p'c p'bp'd p r (fl-r-e) p' 



pa p c pb pel 

qui a lieu quels que soient a, b, <?, d* Elle se deduit imm<5diate- 
ment de 1'identite que Ton oblient en remplagant chaque fraction 
par la difference des fonctions JJ a laquelle elle est egale, d'apres la 
premiere des formules (VII 3 ). 

4oo. Nous allons ( j ) maintenant etablir le theoreme general 
dont les egalitSs (Cllli), (GIH 8 ) sont des cas particuliers. 
Si i'on pose 



/of o, 



si I'on regarde cette fonction comme une fonction de U Q , elle 



(') Voir KIEPERT, Journal de Creltej t. 76, p. 21. 
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n'adinettra dans le parallelogramme des periodes qu'un seul pule, 
le point o, etce pole sera d'ordre /? -*- i ; ce sera done une fonc- 
lion doublemenl periodique, d'ordre n + i, si toutefois, comme 
nous le supposerons d'abord, le coefficient de p'^^z/o, que TOQ 
peut representer par ( i) tt fi(u\, u$) *? UH}-> n ' esi P as DU ^ : 
f\(U{<) u^ . * ., u n ) est un determinant de meme nature que / a . 
Ce determinant / 0? regarde comme une fonction de OJ a un pole 
unique dans le paralielogramme des periodes : ce pole est congru 

a zero; le coefficient de -~^> dans le developpement suivanlles 

&y 

puissances ascendantes de w , est 



//j, M 2 > - - sont /l z ^ ros incongrus de/ , le (n + i) ieir ' e zero est 
done ( iti ~~ iii -r . . - ~- z/ fl ), en snpposant que cette quanlite ne 
soit pas nulle : par suite (n 391), on peut ecrire 



C ne dependant pas de # ; on trouve la \aleur de w en egalant 
les coefficients de -^ dans les developpernents des deux mem- 

UQ 

bres, suivant les puissances ascendantes de it^ on obtient ainsi : 



_ T | s o' ig > 0" j - .. ^ . 

~~ ' n ^ ' J - * ^ 



en traitant le determinant f { de la meme facon que / (> , en conti- 
nuant toujours de la meme facon et en observant que Ton a 



fn-\ = I 

i I 

on obtient une suite d'egalit^s qui, multipliees membre a membre, 
donnent 



(CIIIu) /o = (-i}M!2!.../i! 

ou le produit est 6tendu a tons les systemes de nombres (a, ^} 
formes par chacune des combinaisons des nombres o, i, 2, .. ., ft 
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pris deux a deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours 
superieur au second. A la verit^, cette demonstration suppose 
qu'aucune des sommes u { -i- w 2 +--.4- u^ u$+ w 3 -K..+ u n , ..., 
u n _ { +u n , u n n'est congrue a zero modulis aco l5 2co 3 ; mais la 
consideration de la continuite montre que la formule doit sub- 
sister, pourvu qu'aucun des nombres w 05 u^ u^ . . ., u n ne soit 
congru a zero. 



II. Multiplication pour la fonction pu. 

486. La formule pr^cedente peut se transformer en supposant 
que quelques-unes des quantites M O , u { , . . . , u n tendent vers une 
meme limite; nous supposerons par exemple qu'on y fasse 



et que h tende vers zero. 

Observons d'abord que si Ton considere un determinant dans 
lequei les elements d'une colonne sont a , a i: . . ., a ny on peut 
remplacer ces elements par les differences 



pourvu qu'on fasse la rnSme chose sur les autres colonnes; si Ton 
sfFectue cette transformation sur le determinant / et si 1'on re- 
marque que Fexpression 

o (u H- nh) -- o[ -t-(/& i)h] 
- n ~ T) 



i^veloppee suivant les puissances enti&res de A, fournit comme 
premier terme h n y (n] (u}j on voit de suite que le premier terme du 
iSveloppeinent, suivant les puissances de A, de 



/"<>(#, tt-i-A, W-H2A, .-., W-h/l/t), 
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sera le produit de W par le determinant 



D'un autre cote, le second raembre de 1'egalite (GIIIu), si Ton 
ne tient pas compte da facteur numdrique qui est en avant, se re- 
duit a 



et si Ton remarque que la limite, pour h = o, de 



est evidemment egale a i! 2 ! . . . n !, on voit que, en ^galant dans 
les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de h, 

on obtient Fexpression de ^^ r^^ apres avoir change n en 
n j ? nous ecrirons le resultat sous la forme suivante : Posant 



(CIV,) 
on a 



p* u, 



i-i)!]' 



4o7. Cette formule m^rite de nous arrter quelques instants. 

D'apres sa definition, et les proprieties elementaires de la fonc- 
tion rf, le premier membre est une fonction doublement p^rio- 
dique, d'ordre n 2 i ? admettant o comme p6Ie multiple de eel 
ordre; elle est done, suivant que n est impair ou pair (n 436), 
de 1'une ou de Pautre des deux formes A, Bp ; , en posant 



A = 

B = 



i), 
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y est mis a la placede pw, et a Q) a { , 
sont des coefficients numeriques quel'on pent determiner en dve- 
loppant les expressions precedentes suivant les puissances ascen- 
dantes de u et en identifiant avec les developpements analogues 

pour ** ( * u \ et pour , !!", , On trouve ainsi aisement 
1 c^'O) ^ p'u* am (u) 



j = o. 



Dans tous les cas, ^(H) est un poljnome en y dont le premier 
terme est n*y n *~ l . 

458. Proposons-nous de former autrement les polynomes Aet B. 
Lesz^ros deW n (u) sont simples et s'obtiennent en donnanta cha- 
cun des nombres p et q> dans la formule 

2/7 0>j -T- 2 CI 6)3 
U = = Gnu, 

n 

ft valeurs entieres quelconques telles que la difference de deux 
d'entre elles ne soil pas divisible par n ? et en excluant toutefois 
la combinaison pour laquelle les deux nombres /?, q seraient tous 
deus: divisibles par n. Si Ton pose, comme au n 372, 



le produit 



ou /> ? q prennent les systemes de valeurs qu'on vient de dire 5 ad- 
niet Jes m^mes zeros et les memes poles : c'est une fonction dou- 
blement periodiqne ; comme il resulte ttts aisement des for- 

inales (XII 2 ), el, comme dans ce produit le coefficient de -^ est 

( i)* 9 " 1 = ( i) n *', tandis que daus w (^) il est egal a 72, il est 
clair qu'on a, dans tous les cas, 
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en ^crivantj comme nous le ferons dans la suite, X^ 7 a la place 
de A> P ,q(u). 

Si n est de la forme 2 v + i , on pourra prendre pour p> q les 
valeurs v, v + i , . . . , i , o, i , . . . , v i , v, en e^cluant 
la combinaison p = o ? q = o. On est amene a grouper dans le 
produit les facteurs tels que dans Tun les indices soient les monies 
que dans Fautre, changes de signe, de maniere & pouvoir utiliser 
la formule (VII { ). Ce produit s'obtiendra, d'une part, en groupant 
les termes pour lesquels /? est nul, ce qui donne 



d'autre part, en prenant deux lignes de facleurs pour lesquels p 
ait des valeurs 6gales et de signes contraires ? ce qui donne 



et en donnant ensuite les valeurs i, a, . . ., v a /?. En resume, la 
fonction W 2v+ i (u) est represent^ par la fonction endure en pu 
de degre v + [v(sv -4- i)]= ; que voici 



(CIVt) V!v4.i(w) = (avH.i) JJ(ptt-p 0l? ) JJ 



Quand n est pair, on peut, en posant n = 2v, donner ap, q les 
valeurs v+*,..., 1,0, -f-ij ..., v i, v, en excluant tou- 
jours la combinaison (0,0). On groupera exactement de la memo 
facon les facteurs pour lesquels aucun indice n'est egal a v ; et ce 
groupement fournira v i + {v 0( 2V i)==av(v i) fac- 
teurs du premier degre en pit. II restera a effectuer le produil 

v i - vi 

eAy,v ftTOO,V Jvy,0 I I cA9jj } vdw /;,V I I eJUv^fcley, (/ 

p-i 7=1 

Mais on a 

6^,0= $10i cAav^v ?SO? a^o^v^ ?30s 

et, par suite (XI S ), 
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d'ailleurs, on a encore 

c&jV^-p.V = &p#A*-p t -*l = P u - P( W 3 + */, 



et Ton voit jSnalement que, lorsque n est egal a av, on a 



ou B est la fonction entiere en pu de degre [av(v i)] + av a 



..* 4 
ou que voici 



/.5TV-1 



On reconnait aussi aisementque Ton a toujours, que/i soit pair 
ou impair, 

-i-r(') 
(CIV,) *1(M) = J 

ea supposant que/?j q parcourent separement unsysteme de n va- 
leurs entieres, idles que la difference de deux quelconques d'entre 
elles ne soitpas divisible par n } en excluantla combinaison ou les 
deux valeurs de/?, q seraient divisibles par n. 

459. L'expression (CIV 2 ) de^(z/) n'est pas commode pour 
obtenir explicitemenl les fonctions enlieres A et B de pu. Mais il 
est aise de trouver une relation recurrente qui permette de calculer 
de proche en proche ces expressions. 

Si, dans Tequation (A 7 !^)? on remplace respectivement #, 6, 
c, u par ziij $u, yw, oz^ ou a, [3, y, 3 sont des nombres entiers 7 
puis que Ton divise par une puissance de rf u dont Pexposanl soit 



il vient 

8= o; 



de cette formule, on peut en ddduire plusieurs autres propres au 
calcul de nos poljnomes. Si, pour un entier negatif ou nul quel- 
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conque 72, on pose encore 



il vient, pour {3 =r m, y = n, a = i , 8 = o, 



puisquej comme on le verifie aisement, on a 

V_a = tt , ^0 = 0, T 1==i; 
en prenant m = n + 1 , on a done 

Ts B 4.i = V J H.jV5- 1 F M WU l ; 
de meme, en changeant m en n + 1 et n en n ( , on trouve 



Ces diverses formules permettent de calculer les polynomesl 
quand Pindice est superieur a 4> au moyen des poljnomes d'ir 
dices inferienrs ; V a est gal a p f u, V, et s se calculeront d 
rectemenl au moyen de la formule (CIY 2 ), en tenant compte de 
expressions (XCVII) des cinq premieres derivees de pu en fon( 
lion des puissances de pu. 

On trouvera, dans le Traite des Fonctions elliptiqaes d'Ha 
phen, des precedes interessants qui permettent d'abreger beaucou 
ces calculs* 

460* II est maintenant bien aise d'obtenir p(nu) au moyen d 
la fonction Wa(u). En effet ? la relation 



donne immediatement 

(CIVe) p(flit) pw = - 

et 1'on a : par consequent, p(nu) en fcmction rationnelle de p 
pour tout entier positif n. 
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III. Th4orfemes d'additioa pour les fonctions *, sn, en. dn. 

461. Nous a\onsdonne aux n' K -103-406 les formulas d'addi- 
tion pour les fonclions c, sn, en, dn. Le precede suivant, ou tout 
ce qui est esscntiel apparlienl (') a Abel, permet d'obtenir, 
pour ces tbuclions, le rheoreme d'addition sous une forme ires 
ijL'neriile, iTou le lecteur tirera sans aucune difficulte les formules 
que nous venons de rappeler. 

Soit^r = ;<'' Tune quelconque des fonctions ^oa(^)? ao( ? 0? 
?^ | 'w> et soil ^ = r*. II esl clair que Fexpression 



<u c f esl mis a la place de ^- el ou FI'C),/(J) designent des poly- 

nomes enliers en ^, des degres respeclifs et n 2, esi une fonc- 
lion doublement periodique a periodes 2w^ 2w y , qui n^admei 
<ju'un pile dans le parallelo.framme des perio Jes, a savoir, le p61e 
de la fonction ; que desi^ne y] ce sera soil o, soil w a ; ce pole est 
(Tordre 2/1; c'est aussi l*ordrede la fonction doublement perio- 
dique. La somme des afiixes des poles ('eonfondus) de $(v) est, 
dans tons les cas ? congrue a o, modulis 20) l5 2o 3 ; il en est de 
meme, par consequent, de la somme des affixes des zeros. Si done 
on determine les 2/2 coefficients des polrnomes F(s) et f(z) de 
furon que $(1 s'annule pour les \aleurs u { ^ it, ... ? un-\ ^ t- 
tributes a ?/, ou, si Ton veut, pour les valeurs z { , >, - . .,^2/2-1 
atlribuees a s 9 ceUe meme fonction s'annulera pour la valeur 



uu pour la valeur correspondante - Jff atiribuee a ^. Les valeurs 
des coefficients de F(w)el de /(-) s'obtiennent aisement sous 
forme de determinants, 



(*) Voy : ABEL, CEuvre$> a edit., 1. 1, p. 53'.i. BRi03CHi T Comptes rendus 
de I' Academic des Sciences, t. HX, p. 999. CAYLET, Journal de Crelle, t. 41, 
j>. 07, GUSTHER, Journal^ Crelle, t. 109, p. 2i3. 
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Geci pose, la fonctiori 



est un polynome en z de cleg re in. En effet, z' 2 est un polynome 
en s du troisieme degre, comme il resulte du theoreme etabli au 
n433, el comme on le verifie sans peine au moyen des formules 
qui donnent les derivees des fouclions : ce polynome du troi- 
sieme degre est evidemment divisible par 5. Par suite, si Ton de- 
signe par # et a n le premier et le dernier coefficient de F(^), le 
premier et le dernier coefficient du polynome ^*() seronl respec- 
tivement a\ et a' n . 

Mais les valeurs de ^ qui annulenl ^\z ) sont ;,, 5j, v 2// el 
Ton a 



d'ou Ton tire une serie didenlites en egalant les coefficients des 
diverses puissances de 5; en particulier, si Ton suppose s = o, on 
aura 



, - a n 
*-2fl ~V> 



et, par suite, en extrayant la racine carree 



n-\ etaat mis a la place de ;(wi), ^(^2)7 * 
?(M 2 -<): on a a ^ ns ^ c^p r i^e le premier meanbre en fonction ra- 

tionnelle des quantites 5(?/i), \(u*}, ? 5(2^)? ^(^0? 

?(^2/?-i); comme il resulle evidemment de la forme de a/?, a e et 
de ce que Ton a s f = z\(u}Q(it)= syr'. 

462. II est d'ailleurs aise de mettre en evidence dans a n le facteur 
y*y* 9 * >y*n-i et ^ e determiner le sigae qu'il convient de prendre 
devant le second membre. Tout d'abord, on voit que, en faisatil 
abstraction des signes, \(u\ -f- u+. . .+ iim-i) se presenle sous 

la forme du quotient ^ de deux determinants A, B de Fordre 
zn x; les lignes de rang/* de ces determinants s'obtiennent en 
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remplaeant it par it } clans 

7^-S V 2 ~' ..... 7 , J 2 -\?', 

et dans 



Quant au signe.il se delermineaisement [en supposantj'= i oa (M)], 
si Ton imagine que les quantites M f , ?/ 2 , . * . , u*n-\ soient infini- 
ment petites du premier ordre; le terme principal de 



i-f- Ma 4-.-. W 2 n 



est alors </, -7- 2 H-- "an-*; ' es elements, reduits a leurs 
parties principals des lignes de rang r dans A et dans B, se re- 
duisent a 



7/ 


Les suites 

>/i- i, a/* --3, ..., i, *>,/z j, itt 6 7 . ,., o, 
i/z 2, 'art 4< - <N '?/z 3, '2/1 5, .., i 

presenters respectivement 

l-h 2 -t- 3 -f- * , -t- 2 et H-2-r3 ...-r/Z I 

inversions^ si FOB convient de dire que deux termes presentent 
une inversion lorsque le premier de ces lermes, en commencant 
par la gauche, est plus petit que le second; on en conclura faci- 
lenient que le premier determinant est egal au second inuitiplie 
par ( i)"- 1 ^,--- w 2 -h. .--r tf^A-i); ^ a done en general 



463* On reconnail de suite que le rapport ^ 7 quand on rem- 
place y r ely f par Xjv, ).j^ se reproduit multipli^ par ),; d'apres 
cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si Ton 
ajoute o> a a chacune des quanliles M u^ ..., Man.i, 1'egalite 
prcnd la forme 



ADDITION ET EULTIPLICITIOX. log 

en supposant que, dans A et dans B, y r , y f r representent ao (w r } ? 
i'ao(^r) : si Ton ajoute au contraire cop a chaeundes arguments w i? 
o on trouve de meme 



cette fois, dans les determinants A et B, y r et yj. representent 

5ypMr) ^pr- 

Enfin, on a de meme 



( I)"- 1 g5 
g, 



ou, dans A et B, y r ely f r representent respeetivenient sn w r , sn ; w r , 
cnu^ cv!u n dn r , dn ; r . 

Comme on peut supposer que u S n^ est nul, les formules pre- 
cedentes sont generates. 
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CHAPITRE V. 

DEVELOPPEMEMS E\ SERIES TRIGONOMETRIQUES. 



I. Developpement de iog^(r), de ses d^rivees et des fonctions 
doublement periodiques ordinaires. 

401. On a \u ['importance cles developpements des fonclions 
S'V) en series trigonomelnques, series qui precedent suivant les 
sinu& on les cosinus des multiples de v 1 - et qui meltent en evi- 
dence les proprieles esseniielles de ces fonctions. Les developpe- 
ments en series trigonometriques que nous donnerons dans ce 
Chapitre ont egalement une grande importance, surtout dans les 
applications do lu iheorie des fonctions elliptiques; mais ils pre- 
scntent, pour la plupart, un caractere tres diflerent de celui des 
series relatives aux fonctions S(t?) : ces developpements, en effet, 
ne sont plus convergents pour toutes les valeurs imaginaires de 
('argument. 

Nous nous occuperons d'abord de quelques-unes de ces series 
qui se dduisent immediatemcntdes formules relatives aux fonc- 
tions S(V; : elies concernent les logarithmes de ces fonctions et 
leurs derhees logarithmiques. 

i6o. Commencons par rappeler la definition de la fonction eld- 
raentaire logsin-ni\ 

Les diverses determinations de cette fonction sont regulieres 
pour lous les points 9 qui n'annulent pas sinir^, c'est-a-dire pour 
ies points dont Taftixe n'est pas un nombre entier, Les points 
pour lesquels la fonction n'est pasrdguli&re etant tous ranges sur 
Taxe des quantites reelles, il est clair qu'on peut definir la fonc- 
lion logsin^ comme fonction holomorphe de v, soit dans la 
partie sup&rieure du plan, soit dans la partie inferieure. 
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Envisageons en particulier la determination principale de la 
fonction logsinw, c'esl-a-dire celle pour laquelle le coefficienl 
de i est compris enlre - el + -; elle bera definie dans toute 
region du plan de la variable c tie contenant aucnn point r pour 
lequel sinT:? soit negatif ou nul ; or si Ton pose p = a hi, ou a 
et b sont des nombres reels, on aura 



sn TCP = sn~ 



pour que sin::p soit reel il faul done que a soit un multiple im- 
pair de ~ ou que b soit nul; pour que sinw soit negatif ou nul il 
faut, dans le premier cas, que a soit un nombre pair diminue de - M , 
dans le second cas, il faut que le plus petit enlier inferieur a // 
soit impair. Donc 7 la determination principale de log sin 7: P sera 
definie dans toute region du plan de la variable r limitoe par les 
paralleles menees a Taxe des quantiles purenient imajjinaires par 
les points dont les affixes sont de la forme zn 4, ou n est un 
entier quelconque ; et par les segments de Taxe des quantites 
reelles joignant chacun des points dont 1'affise est un nombre en- 
tier impair quelconque, au point dont I'affixe est le nombre pair 
qui est plus grand que lui d'une unite. Les paralleles a Ta\e des 
quantites purenient imaginaires sont perpendiculaires a ces seg- 
ments, en leurs milieux. 

Ceci pose, nous definirons de la maniere suivanle nne fonction 
de 9 que nous designerons par ls(r) 5 qui sera holomorphe tant 
dans la partie superieure du plan que dans sa parti e inferieure, 
rnais pour laquelle 1'axe des quantites reelles jouera le r6Ie de 
coupure, sauf toutefois entre les points o et i , de sorte qu'en deux 
points de meme affixe, appartenant 1'un au bord superieur, Tautre 
au bord inferieur de la coupure, les valeurs de ls(p) seront diffe- 
rentes. 

Dans celle des regions precedemment defmies ou se Irouve le 
point i ? ls(p) sera, par definition, identique a la fonction holo- 
morphe de i j , representee par la determination principale du loga- 
rithme de sin^r; les valeurs de ls(p)j lorsque Ton est sur les 
limites (A) de celte region non situees sur Paxe des quantites 
reelles, seront fixees par continuite, en approchant de ces lirnites 
depuis 1'interieur de la region; dans la partie d'une region con- 
tigue situ^e soit au-dessus, soit au-dessous de 1'axe des quantites 
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reelles, nous prendrons ensuile pour la fraction ls(r) celle des 
determinations de la fonclion log sine, holomorphe dans la partie 
de region envisagee, dont la valeur tend, quand on s'approche des 
limites (A), \ers les valeurs de Is (r) deja definies sur (A); la fonc- 
lion ls(v) esl ainsi detinie dans une region contigue a la premiere 
et sur les limiles de cette region : on precede ainsi de proche en 
proche. 

On pcut encore delinir la fonction Is (pj par la formule 



, 

Is (CM = 



en supposant que le chemin d'integrationne traverse pas la coupure. 
Le Tableau suivant, ou n designe un nombre entier, oil v est 
buppose mis sous la forme a + bi\ a et b etant reels, efc ou les 
logarithmes sont toujours supposes avoir leur determination prin- 
cipale, donne la definition precise de la fonction ls(p) a laqueile 
on parvient ainsi. 

I. Partie superieure duplatij b > o. 

4 -H 3 . , , , 



j . log ch T:^ (in 



Bard siiperieur de la coujpure, b = o. 

%n -f- j <# < aft -r- 2, Is(r) =5 log jsinz^zj (2/1 
(CV, < 

II. Partie infer ieure du plan, b < o. 




inferieur de la coupure , b = o. 

4-i, ls(^) = logsim:a-han^/, 
an -f- 1 < a < 2^ 4- a, IS(P) = log J sinTC^ | H- (2/1 4- 1) 
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Lcs vaieurs de Is iY), tirees de I el de II, coincident le lone de 

* ' O 

Fase reel sur le segment qui va du point o au point i, et, en eflet, 
ce segment ne fait pas parlie de la coupure qui coniprend seule- 
ment les deux parties de Faxe des quantites reelles allant de o a 
cc el de i a -f cc. 

On observera que Ton a toujours 

IS (r-^- 272) = ls(P)Zp 2127: Z", 

en prenant le signe superieur ou le signe inferieur, sui\anl que 
Ton est dans la region superieure ou inferieure du plan. 

466. Posons maintenant 



1 ""' 2 " cos awr 



on aura, en designant par A le nombre 2^">^ qui ne depend 
pas de r, 



d'ou 7 en prenant les derivees el faisanl r = o, 

2T 1 (ok) = A s /(o), 
et ? par suite, 



puis ? pour une determination convenable des logarithmes, 



Choisissons arbitrairement une determination de log- SJ (0)7) ; 
prenons pour log sin KV la fonction holomorphe IS(P) definie plus 
haut; observons enfin que, si Ton pose T= 1 4- iV, en designant 
par , t f des nombres reels, la fonction /(r), dont les zeros sont 
les memes que ceux de la fonclion 5 f (P), a Fexception des zeros 
de cette derniire fonction situes sur 1'axe des quaniit^s r^elles, 
ne s'annule pas en Ire les deux paralleles a eel axe, menses a une 
T. et M. - ill. 8 
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distance de cct axe egale a /', en sorte que les dherses determi- 

nations de la fonction loff 4^- peuvent elre defmies comme des 

AOJ r 

fonctions liolomorphes de r entre ces deux paralleles; choisissons 
celle des determinations qui s'annule pour r = o. Des lors la fonc- 
tion log | f'r 1 1 \ sera tlefinie pour tons les points situes enlre les 
deu\ paralleles, excepte les points pour lesquels v est un nombre 
enlier, sou fa regarder comme distincls les points de meme affixe 
qui sonl situes sur des Lords diflVrents des deux coupures, allant 
sur Faxe reel de i a x et de o a oc; a rinterieur de la re- 
gion limitee paries paralleles el les deux coupures, elle est holo- 
niorphe. 

iG7. Occupons-nous d'abord du developperaenl de la fonction 
log/tV',. En posanl r = a -f- fa ou a et ^ designent des nom- 
bres reels, on aura 

le*^'l = I *?; = /*?, 

ou h designe la valeur absolue de y; on aura done 



si $ esl en valeur absolue plus petit que t, les quanlites prece- 
dentes seront Ionics deux plus petites que i ; done, puisque la 

fonction 

, , x ar 9 5T 3 

log(i-.^ = - r - 7 - T "... l 

ou le premier membre designe la determination principale de 
logii- ,r), est une fonction holomorphe de tant qu'on a 

] x I < i , les fonctions de r 

;= 

logfi -.y*fl tf rfPB/) = V I 
logd 2^ 



seronl holomorphes tant que Ton aura \ p [ < i . 
La serie 
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en supposant qu'elle soil convergent, est e\idemment une des 
determinations de log/(r); la con\ergence de cetle serie et le 
fail que sa somme est une fonclion holomorphe de r lantqne 
Ton a [JJ|<i, seronl etablies a la fois <n37; si Ton prouve 
que la serie double 

/ - q' nr cosirv~ i /z, r = i, 2, 3, . . . ) 

ihj 

est absolument et uniformement convergent tant que jjij est 
moindre qu'un nombre plus petit que i. Or on a 



2 cos 2 7V :: = e 



par suite, 



des lors il suffit de prouver la convergence des series a termes po- 
sitifs 



qui est evidente lorsque Ton a | f>\ <^i : puisque la somme de la 
premiere serie, par exemple, est egale au logarilhme de Finverse 
du produit infini 

n 
^d-*"0>. 

Nous pouvons done, en supposanl [^[ <^ i, definir log/(p), 
log- - comme des fonctions holomorphes de 9 paries egaliles 



7'= I 



i og 

& 



/(oj 



r=l 



et cette determination de log j^ estbien cellequi s'annule pour 



v = o. 
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468. II suffit de remplacer log ^ j par le developpemenl pre- 
cedents dans Impression de Iog&i(r)d6finie plus haul, pour avoir 
le developpement de cette fonction en serie trigonometrique. 

II est clair quc le procede employe pour developper logS, (9) 
en serie tri^onomelrique s'applique aussi bien aux trois autres 
fonction* S(r); nous reunissons ci-dessous les formules ainsi 
obtenues, qui peuvent etre uliles dans diverses circonstances : 



,g& l( r, = log& 2( o ,-, log COS^P- 2, ^rlT^Tj 
t CY* / 



/ = ! 
}ffrf 



(\-ff) 

r = l 
r= 



Si Ton supposecmissouslaformer=a-4-^T ; oiiaet {3 d^signent 
des nombres reels, les deux premiers developpements sont valables 
sous la condition j^l<i, les deux derniers sous la condition 
j ,3 1 < T. On doit prendre pour log sinrr la fonction ls(p)j pour 
locosrr la fonction ISP + . 






469. Ces formales fournissent immediatement les d^veloppe- 
ments des logarhhmes des quotients des fonctions 2? et ? par con- 
sequeat, des logarithmes des fonctions sn, en, dn et de leurs 
quotients; on a, par exemple, 



r=i n'+? r ) 



^^ 
- 1 



sous la condition 1 ?! < 3- 
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On deduit aussi, par differentiation des formules oblenues pour 
les fonctions S(r), les developpements 



I C./ . 



(CV,) 

'J 3 ( V 1 



r=* 

%\(V) , V n ^ /% 

pr- 1 =4- 7 <~I) r Sin'2/"T:f. 

& 3 U'| 4 ^ ^ I f 2 '' ' 



qui peuvent etre differenties a leur tour. 

En se reportant aux formulas (LXXVL), (LXXIX^, on deduit 
de la derniere formule (GV^) la relation 



pourvu que le coefficient de i dans -= soit inferieur en valeur ab- 
soluea. 



470. Les formules (XXXIII 5 _6} 7 en prenant les logarilhmes 
des deux membres, fournissent les deyeloppements 



T,ze* , -TM 

s- -- r log cos -- r 
e 



asin 



- 
asm 



;=! 
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On u aussi 



. rr.u 






jj 1 > . i- sin , 

r tl u 2::^ 7 r . r^ 

(Oj 0)!-^^ I ^ 2r 0>i 



et, par suite, 

r t / r \ 2 ,,;:;/ 3^ J VI rfir 2 '' rT:;^ 

p tt== _ ji,^ j cosec*; > ^-- - cos 7 






r a / r \ 5 > " M 2T:2 V ( iV^ 171 r::M 
( w,) = -T-I sec 2 --- r/^ - r- cos -- 
^ w u), \ 2 ti>i/ 2W! w* ^ i q~' Wi 



* f n r /*<7 r rr.it 

t w,} = -- - > - r-cos - j 
z * f> 



co- ^d : 

1 r = l 



d'oii Ton dednit ais^ment, par differentiation, des formules ana- 
logues pour les derivees d'ordres quelconques de p w, p(u + o> a ), 
Si Ton suppose u mis sous la forme w = 2x0)^ + 2^(1)3, oua et {J 
designent les nombres r6els, toutes ces formules sont valables sous 
la condition | 3 [ < |. Celles quiconcernent logrfw, log^M et leurs 
derivees sont m&ne valables sous la condition | ^ | < i. 

On deduit immediatement des developpements obtenus pour 
les fonctions log^//, log^ a w, ceax qui concernent les douze fonc- 
tions log;(^/}; ces developpemenls sont analogues a ceux que 
nous a vons Merits pour les fonctions log sn p, log en t>, log dn v. 

471 Les fonclions J^w, Z(^r) peuvent servir d'eUments simples 
dans la decomposition des fonclions doublement p^riodiques de 
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premiere espece a periodes 2CO|, 2to 3 ou aR, a/K.'; les developpe- 
ments precedents (CV 3 ), (CVI 2 ) fourniront done, pour toute fonc- 
tion doublement periodique de 'premiere espece, un developpe- 
ment en serie trigonometrique. Le lecteur pourra appliquer cette 
raethode aux carres des fonctions oa(#)< ?ao()? ^:( ll h ou en " 
core aux carres des fonctions sn, en, dn, de leurs inverses et de 
leurs quotients mutaels ; nous nous contenterons de citer la 
formule 



(CV.) -; A> 8n = 

/ =1 

qui est une consequence immediate de la formule (CH 4 ) ? (n406). 



472. Ghacune des series qui figurent dans les formul 
et (CVL) peut tre mise aisement sous la forme d'une serie a double 
entree; ainsi, Ton peut mettre 1'expression (GV 5 )de Z(j:) sous la 
forme 



ou / et $ prennent toutes les valeurs entieres positives. 

Dans ctacune des series a double entree ainsi obtenue on peut 
efiectuer la sommation d'abord par rapport a r; on obtient ainsi 
de nouveaux dveloppements en serie pourchacune des fonclions 
envisagees; ainsi 



7 ' R F ' E 2* 1 

( J " r " 



Ce developpement s'obtiendraitde suite en prenant lesd&rives 
logarithmiques des deux membres de la formule (XXXII 8 ); en 
se pla$ant a ce point de vue, on voit qu'il est convergent quel que 
soil x. II en est de mme des d^veloppements analogues que le 
lecteur trouvera dans le Tableau des formules plac6 a la fin de 
rOuvrage[{CV 4 .,}et(CVL>)]. 
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II. Developpement des fonctions doublement p&riodiques 
de seconde espece. 

473, Considerons (') Texpression 

, i p' t (i>pi(^ 

Ft </, tf, v i = -- - - 
1 ' <i fA-rj^t 



ou les fonctions p sont celles qui sont definies par les formulas 
(XXXII), de sorte que Ton a 






v doit prendre toutes les valeurs impaires et positives, m loutes 
les valeurs entieres positives, nulles et negatives, n toutes les va- 
leurs enlieres et positives, 

Cette fonction F(^, ^, t v) est definie pour toutes les valeurs 
de r ?f rqui ne sont pasiiulles et quin"annulentpasp 4 (j?), p4(/). 
Les valeurs de j, y qui annulent pi(^), pi(j) sont comprises 
dans la formale j'^a; si Ton pose \q\ = k, on voit qu'elles 
sont representees par des points diametralement opposes, situes 
sur des cercles ayant I'origine pour centre et ajantdes rajons ^gaux 
a h a+ *: sur cliacun de ces cercles Jl existe un couple de ces points 
el un seuL Si Ton considere la fonction F(^, ^,7) comme une 
fonclion de x seul, par exemple, tous les points x = g n+ ? se- 
ronl des pules simple s de cette fonction, comme il resulte evidem- 
ment de la seconde forme sous Jaquelle elle a ^t6 mise. 

Dans Fespace annulaire compris entre deux cercles consecutifs 
il n'y a pas de point qui soil un z&ro pour $*(x] ou p*(y] : tel 

( * ) Voir KROSECSER, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1881. 
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est, par exemple, Panneau compris eotre les deux cercles de 
rayons y ; A et-p- Nous aurons bientot a nous restreindre an cas 

ou Tune au moins des deux variables J? ? y est representee par un 
point situe a Pinterieur de cet anneau, c'est-a-dire que nous sup- 
poserons que x ou y verifient les inegalites 



-=i =, 

\/h y/i 

il est clair que : r ou - - verifient alors les memes inegalites. 

Pour toutes les valeurs de x* y qui verifient a la fois ces inega- 
lites, la fonction F(^, x^y] est finie et determinee. La tbnclion s 4 

s'annule aux points \/q, situes les deux premiers sur la 

vq 

Kmite interieure de Panneau, les deux deroiers sur la limite exle- 
rieure. Autour des points y/gr comme centres, avec un ravon 
tres petit, decrivons des cercles et suppriraons de Panneau la 
partie interieure a ces cercles; aux points des pelites regions sup- 

primees correspondent, par la transformation z 1 = - des points 
dont Pensemble constitue deux petites regions, interieures a Pan- 
neau et voisinesdes points rb -=; supprimons-les encore et desi- 

vg 

gnons par (A) Panneau ainsi modifie. On observera que si x est 
un point situe dans (A), il en sera de meme des points a?, 
x~ { , et que si #, y sont assujettis a restcr dans (A) ou sur son 
contour la fonction F(^ ? # ? /), regardee soit comme fonction de X, 
soit comme fonction dey, seraholomorphe; enparticulier, il exis- 
tera un nombre positif N tel que Pon ait 



Laissons de cote, pour un moment, les restrictions imposees a 
x etj^; les proprietes suivantes 3 de la fonction 



(a) F(y, a?, y) = 



ou s, e' representent i et ou /i, n'd^signentdes nombres entiers 
quelconques, resuitent aisement des formutes (XXXIV 7 ). La pre- 



mitre de ces deiu relations monlre, ea parliculier, comment Ton 
peut ramener le calcul de la fonclion F (</,#, }') lorsque x eiy 
sonl represents par des points exlerieurs a i'aire (A), au cas ou 
ils apparliennent a cetle aire, pourvu que les points x, y soient a 
tine distance sui'llsamment i^rande des zeros des fonctions pi(#), 



i7l. Considerons maintenant 1'intesrrale 



o 1 
dz. 



dans laquelle x sera regardee comma une constante assujettie 
seulement a elre representee par un point qui appartienne a 
1'aire (A'-; quant ay ce sera une constante telle que $\(y} ne soit 
pas mil. Nous allons monlrer que, si Ton prend cette integrate 
&ur la circonferonce d'un cercle ne passant par aucun pole, ayant 
son centre au point o, de rayon infmiment petit ou de rayon infi- 
iiimenL frrand, elle est infiniraent petite. Admettons, pour un in- 
stant, qifil en soit ainsi. 

Entre deux cercles ayant pour centre commun le point o la fonc- 

lion 'J^V ' * ou 5 est la variable^ est univoque ; elle n'admet pas 

d'autres singularhes que des poles, en nombre fini ? quand on a 
fixe les deux cercles, a savoir le point 3 =y^ que Ton peut tou- 
jours supposer situe enlre les deux cercles, et ceux des points 
= q RJr *) ou n est un nombre en tier, qui sont aussi situes enire 
les deux cercles, Tous ces points sont des poles simples de la 

fonction J^ \~ consideree comme une fonction de ^. Par suite, 

lorsque le rayon d'un des deux cercles croitra ind^finiment, que 
I'autre decroitra indefiniment, la somme des residus de la fonc- 

lion ~~~~> residus dont Tun esi F(gr 7 ^,7), tendra vers z^ro. 
On prevoit ainsi qu'on obtiendra F(gr,# ? j} sous forme d'une 
s^rie. On ^oil meme, puisque Pintggrale est infiniment petite sur 
le cercle infiniment petit ? ou sur le cercle infiniment grand, que 
la somme des residus relatifs aui pdles compris entre deux cercles 
ayant pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle im&rieur d<5croit indefiniment ou quele rayon du cercle 
extlrieur grandit indefiniment. 
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47o. Designons par R un nombre positif fixe, assujetti seule- 
ment a cette seule condition : le cercle decrit du point o comme 
centre avec R comme rayon a sa circonference contenue tout en- 
tiere a Finterieur de Faire (A). Considerons le cercle (C) decrit 
de Forigine comme centre avec le rayon RA 72 , ?i etant un nombre 
entier positif que nous ferons tout a Fheure grandir indefiniment 
et que nous supposons de suite assez grand pour que le pointy 
soil a Fexterieur du cercle (C). Quand n grandira indefiniment le 
cercle (C) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que 
Fintegrale 

fjls&s}*, 

prise le long de ce cercle, tend vers zero quand n crolt indefini- 
ment; si Fon pose en effet 



cette integrale devient 
i~R/ 



ou le signe depend du sens dans lequel on parcourt le chemin 
d 7 integration; d'ailleurs on a, en vertu de Tegalite (a) du n 473, 
ou Fon remplace z et e,' par -f- 1 , n par o, n f par n et y par 



et 5 puisque la valenr absolue de q est A, la valeur absolue de 
RAgrew est R; en d'autres termes, le point ^.h n q^ n e lT ^ ap- 
partient i Faire (A); on a done 



et par consequent la valeur absolue de Fintegrale consideree est 
moindre que 



ac'NR 



A" r^ Ndu _ ac' 

75 i^! 2 Vo \y\-Kh*- | 7 i- 



comme T^- est plus petit que i, il est evident que cette quan- 
tite tend vers zero quand n augmente inddfiniment. 
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470. Soil maintenant C' un cercle de centre o et de rayon egal 

a 7-7 Considerons la difference des deux integrates 
H It 1 

flL**l ds - I* *<***> ds = y /*'?*')&, 

*'c> --/ Ju z " -'c'j --/> 

dont la seconde est nulle puisque la fonction F(gr, #, z) est im- 
paire et que le contour (C f ; e^l symetrique par rapport au point o. 
Si Ton change z en i* le contour (G) devra etre remplace par le 
contour (C) et, en tenant compte de Pegalite 

F(y,ar,5->i = -F|y.^-i,-5^ 

qui resulte de 1'egalite ( t 3) du n n 473, on voit que le second 
menabre prendra la forme 



or cette derniere integrate appartient au type prec^deminent etu- 
^die, sauf le changeraent de jc : y en x~^ y-^ changerrient qui 
n'altere pas les consequences; cette integrate tend done bien vers 
zero quand n croil indefiniment* II en est de meme de Fintegrale 
proposee quand le cercle C' grandit indeiiniment, atnsi qu'on Ta- 
vait annonce. 

477. II nous reste a cvaluer les residus de la fonction de z 



Le residu relatif au pole y est F(<7,,r, j'). Le residu relatif au 

pole iq n " f i s'obtiendra en remplacant z par Ey R+ 5"dans 1'expres- 
sion 



le calcul se fait sans peine au moyen des formulas 
(XXXV 4 ,e), el Ton trouve, pour le residu cherch ? la valeur 



*!/-*? V 
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On volt de suite que les deux series ? dont le tenne general se 
deduit de la en remplacant s par + 1 ou par i, sont absolu- 
ment convergentes quand ondonne a n les valeurs o^ 1,2, 3,.*.. yz; 
il n'en est pas de meme pour les valeurs negatives de /?; pour 
avoir une serie absolument convergente, il faut reunir dans le 
terme general les deux residus relatifs aux valeurs -f i et i de z 
et 1'ecrire 

** ^ yiqsr- S) a4 "5 _ ~~~ 

" - 



y+q - yq 2 

sous la derniere forme, la convergence absolue de la s6rie dont on 
vient d'ecrire le terme general, quand on donne a n ies valeurs 
i, 2, 3, ..., oo, est manifeste. 

A . t , f 2-^NR h* > ^ \ 

Ajoutons que la lorme : rz"RTB i \Tn' trouvee plus haul pour 

une limite superieure de la valeur absolue de Tintegrale envi- 
sagee, met en evidence (n 30) ce fait que la serie 



est uniformement convergente pour Fensemble des valeurs de x 
telles que Ton ait | x\^\fh^ en designant par a un nombre fixe 
plus grand que i ; Fintegrale, en effet, n'est autre chose que le 
reste de la serie. Une consequence toute pareille concerne la srie 
analogue relative aux valeurs negatives de n, pourvu que Ton ait 



478. En ecrivant que la limite de la somme des rSsidus de la 

fonction (9> x *"' 9 relatifs a ses differents poles, est nulle, on 
z~y 

trouve, en remplacant F(g, x>y} par sa valeur (n 473), 



ou chacune des series est absolument et uniformement conver- 
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i;enlc sous les conditions qui ^iennent d'etre espliquees. Rien 
n'empeche done de differenlier terme a terme, si on Ic desire. 

479. La fornntle (CVIIa) pent se transformer de diverses ma- 

., , . , I 7 I -h 7 

meres en ajoulant aux arguments r, tv ies quantHes -> - ou - ? 

ce qni reuenl a multiplier x ou / par z, y g ou ty/y. 

Les changements dc cette sorte que Ton pent faire subir a w 
ne dcmandenl aucune precaution puisque w est quelconque. De 
ineme quand on ajoule 4 y r, il esl clair que, les conditions 

vi<u:<-i r ^<i,>i<i 

t'tant identiques, le domaine dc convergence de la serie n'est pas 
moditie par ce changemenl. 

II n'cn esl plus ainsi quand on change x en x \jq ; pour que 1'e- 
galile (CVIIj) reste valable apres ce changement, il faut que Pon ait 



. , r 

c est-a-dire 



Supposant d'abord que x satisfasse a ces conditions, nous 
allons remplacer, dans 1'egalile (CVII 3 ), x el y par x\/q,y^q\ 
la modification a apporler au premier membre resulte des for- 
mules (XXXIV 3 _ fi ) et Ton trouve 



= l 



La premiere serie est convergente pourvuque Ton ait \x\ < -; 
c'est la seconde serie dont la convergence implique la condition 
\x\ > i ; il est naturel, pour essayer de reirouver une expression 
analogue a celle de F(<7, x, j) ? d'introduire dans le second membre 



la serie 



^ i- 
=i 
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qui converge pourvu que Ton ait | x \ > h ; en ajoulant el retran- 
chant cette quantite, le second membre prend la forme 

= : 
<7 2/z 




mais la derniere serie se reduit a 



on a done finalement 



n=l 



Cette egalite est demontree sous la condition i < |,r ' < i; mais 

les series sont convergentes sous la condition h<_ \x \ <^p et I'e- 

galite subsiste si ces dernieres conditions sonl verifiees, puisque 
les deux membres sont des fonctions anahtiques de x\ on peut 
s'en convaincre encore en changeant x, y en x~ { ,y~ { , ce qui 
change le signe des deux merabres, et ce qui ramene la valeur ab- 
solue de x a. etre comprise enlre i et A, si elle etait comprise 



entre i et r- 
h 



480. Rien n'empeche main tenant dans les deux egalites (CVII t ) 

et (CVII 3 ) de changer/ en iy^y\/q^ iy^/q, p^is, dans les r6sul- 
tats, x en ix. Chacune de ces deux egalites en engendre ainsi 
sept aulres; on a, en tout, seize egalites de m&ne forme qui four- 
nissent des developpernents pour toutes les quantit^s telles que 



Nous reunissons dans le Tableau (CVII { ) ceux qui se rapporlent 
aux indices a = i ? a; J3 = i 5 a; dans le Tableau (CVIL) ceux qui 
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st- rapporlent aiix indices a = 3,j; ?=i.a; dans le Tableau 
iCVHji a-uv qui se rapporlcnt anx indices a = i. 2: JJ = 3, 4; 
rnfin dan- le Tableau ^VII^i ceu* qui se rapportent aux indices 

31 ' ' 

,45^=^4- 

Le* formules .CYII,_ a ' supposent A<[^i<7 2 les formules 
(CVIlj.i} supposent \ Ti < [ jr | < -~ * 

181. Si Ton remplace x et r par e*^, ww \ les seize developpe- 
mcnts prereJenls se tiMnsforment en seize dtheloppements pour 
toules le& quantites, telles que 



on lestrouvcra sous les inemes numeros (CVII t ^ 4 ) dans le Ta- 
bleau des formules. Les deux egalites (CVIli) et (GVII 3 ), par 
example, etablies aux n 03 478 el -479, se transformed en 



fl X 



VH.) 



i 



I 2 y 5a ~ l COS 2 7T 



La condilion A < | x ] < j ^quivaut manifestement a la con- 
dition 



ou le svmbole A plac^ devant une quantile signifie que Ton doit 
emisager la partie reelle seulement de cette quantite. De m^me, 

la condition y"h < ] x < 7= eqaivaut a la condition 
v* 
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Si Ton pose r = x -r 5-:, en designant par a et j deux nombres 
reels, on peat dire aussi que les formules (CYIIi_/< oat lieu sous 
la condition j J3[ < i el les formules (CVII 3-i *i sous la condition 

l?Ki- 

482. Nous aliens maintenant supposerque la variable y verifie 
les conditions h<\y\<j dans les formules (CVII Ki s les con- 

ditions \'7i < | y \ < dans les formules (CVIIn^). 

\ f k 

Placons-nouSj par exemple, dans le cas de la formule (CVIL); 
en supposant que les valeurs absolues de x^y soient toutes deux 

comprises entre \h et > et en designant par u, v des nombres 
impairs positifs quelconques, on aura 



2- y 
a** y 
v i- 

vi 

done 



(CVII;) . ^ 



fv.fi; 

En nous plagant dans le cas de la formule (CVIIf) du n 479, 
on aura de mme, en supposant que les valears absolues de JT, y 
soient toutes deux comprises entre h et j et en designant par /w, 72 
des entiers positifs quelconques, 

GVII 5 ) - ^l . ~* l . W = 

K 3i(V)^i(W) 

Lesquatorze autres formules (CWi_ 4 ) fournissent des develop- 
pemenis analogues en series trigonometriques a double entree. 

483, II est aise ('} de d^duire, de chacun de ces seize deveiop- 



( ! ) Voir HALPHEN, Fonc lions elliptiques, t. I, p. 438. 
T. et M. - III. 
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pements, des series I ITS rapidement eonvergentes et convenant, 
par suite, aux calculs numerique^. 
Placons-nous Jans le CMS de la formule tCYH 7 ) du n 482 el 



~ 



groupons dans la serie a double entree \ q a J7 V /^, qui figure 

dans son second membre, tons les termes ponr lesquels la diffe- 
rence JL v des deux indices de sommation est egale an meme 
nombre positifou nul, que nous designerons par 2$ puisqu'il est 
necessairement pair. LTensemble de ces termes sera represente 
par la serie 



Tensemble des termes de la serie a double entree envisagee, pour 
lesquels a vest un nombre pair quelconque positif ou nul ? 
est done 



c'esl-a-dire r en efiectuant la somraation par rapport a 

- ! v 



L'ensemble des termes de la serie a double entree envisagee, 
dont nous if avons pas encore tenu compte, est forme par 1'en- 
bemble des termes de celte serie pour lesquels IJL v est un nombre 
negalif; il est identique a Ten^enible des termes de cetle serie 
pour lesquels v ;JL est un nombre /wwiVf/ pair; il est done repre- 
sente par 

i i, 3, 3. ...\ 



e'est-a-dire par 



*W-.^ 



et 1'on a finalement, en observant que le premier membre de Pex- 
pression t v CVH T ) du n' 482 ett egal a la di0erence entre la serie a 
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double entree emisagee et celle que Ton en deduit en changeant 
x ety en jr 1 et jr 1 , 



ce que Ton peut ecrire, en groupant convenablement les termes, 

r f I 

3\(o)3ilv-^-w) Vi -v s sinv~(p-r w ) g v sin[V7:tv fv 2)^^] 

(V) 

21 V * 
^ sm^U'T-K-i 

(V) 

2 7. v ! sinvrf P w i <7 V sinfi ; i > , ^tr -J- v^rl 
^2 2 L J 

* i-. 



Tindice v prend toutes les valeurs impaires positives. 

On a de meme, en se placant au point de vue de la fonnule 
(CVII 3 ) da n 482, 



/ 
-(r-T- tr i 



. vi . 
-i / <7 

uW 7 



1 

in) 



) 2fl sin [f2/z 



Findice n prend toutes les valeurs entieres positives, non nulles. 
Les expressions des premiers membres des seize formulas 
(CVIIs^g) fournissent des developpements analogues. Tous ces 
developpements convergent quels que soient 9 et *, et convergent 
tres rapidement. 

484. Nous avons oblenu, dans les numeros precedents, le de- 
veloppement de chacune des seize fonctions 
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sous trois formes differentes. Si, dans chacun de ces developpe- 
ments, on donne a Tune des variables P, w des valeurs particu- 
lieres convenablement choisies, on obtient des expressions tres 
remarquables pour les quotients des fonctions 2f, les inverses des 
fonctions 5, les inverses de leurs carr^s, les inverses de leurs pro- 
duits deux a deux; c'est de ces developpements que nous allons 
dire quelques mots. 
Au moyen des developpements des quatre fonctions 



on obtienl aise"ment, en faisant tendre w vers o, les expressions 

QA i v 

des derivees logarithmiques g~~ de chacune des fonctions 5 (9) 

sous la forme deja obtenue au n 469 et aussi sous d'autres formes 
remarquables. Ainsi, en observant que Ton a 



Jim 

w=o 



= lira 

w=0 



w 

COtTTP 



les formules concernant la fonction ^ ' x > - x fournissent les trois 

3ri(?pi(') 
developpements 



= COUP + i 

==! 



= cotTTP 



-f-4 V 



= COt7tPH-4 > qW 
n=l 



dont le premier nous est connu, dont le second est une conse- 
quence immediate du premier, mais dont le troisieme est un 
developpement Men different qui converge beaucoup plus rapi- 
dement que le premier. On obtient enfin un quatrieme develop- 
pement pour la meme fonction en faisant tendre 9 vers o dans la 
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formuie (CVIIj) da n 481 ; en remplaoant ensuite w par v on a 



II presente cette particularity que la serie quiy figure est loujours 
convergente, pourvu que 9 ne soil pas un zero de S^v), et con- 
serve la mme valeur quand on j remplace q par q~ { , tandis que 
le premier membre n'a aucune signification qnand la valeur ab- 
solue de q est superieure a i. Les developpements de cette nature 
figureront dans le Tableau des formulas (CV). 

485. Les developpements de cellesdes seize fonc lions v, 9 ~^T\ 
rr 



ou Findice de S(w) au denominateur n'est pas egal a i, four- 
nissent chacuo, si Ton y fait w = o, trois developpements des 
douze quotients 



on obtient aussi, pour chacim de ces douze quotients, un qua- 
trieme developpement en faisant v = o dans les developpements 

de celles des seize fonctions ? r-rv ou 1'indice de 2rf v] au de- 

3(v)5(w) ^ J 

nominateur n'est pas gal a i, et en remplagant tv par r. Atinsi les 

formulas qui se rapportent ^L la fonction g. ] , .> . x - fournissent 
^ rt ^ 2r 4 (9)S fc (w) 

les developpements 




> qv sin(v \ 



Cv) CV) 



Les deux premiers developpements supposent | p [ < i (n 481); 
le dernier est valable quel que soit P. 

On trouvera tous ces developpements dans le Tableau des for- 
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mules (CVIII) : a cause des formnles (XXXVI 5 ), (XXXVH f _ 8 ), 
(LXXI C _ S ), on en deduit immediatement ceu\ des fonclions sn, 
en, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels. 

486. Pour obtenir les developpements de Tinverse de la fonc- 
lion &! (p)j il suffit de faire 



dans les formnles qui se rapportent a la fonction 



on a amsi 

n= to 

- I)TTP q* n sinanTcr 



4 7 

^U 



et un troisieme developpement a convergence tres rapide que 
nons laissons au lecteur le soin d'ecrire; on peut d'ailleurs lai 
substituer un autre plus simple et egalement tres convergent qui 
a ete donne par Jacobi. 

Observons d'abord que, dans la derniere formule, on peut se 
contenterde faire parcourir a 1'indice m tous les nombres impairs 
positifs, puisquele tableau ^ double entree desvaleurs que prend 
sina(/i 772 ; )7:p, quand on y remplace /i, m! par tous les entiers 
positifs, est form de termes nuls ou egaux et de signes contraires : 
on a done 



a pi (a?) # -tf- 1 

(,^) 



oii n est un entier positif quelconque et p un nombre positif im- 
pair : de sorte que les exposants de x sont tons des nombres im- 
pairs. Groupons tous les termes de la s^rie a double entree pour 
lesquels Pexposant de^ est egal au m6me nombre impair positif v 
et ceux pour lesquels Pexposant de x est egal au nombre impair 
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negatif v ; on aura imm^diatenient 



a pi (a?) x x 

(v) 



TFI + 

(V) 



V (3*t 

t^ 



r=l WJ (V) 



La serie qui figure dans la derniere egalite, multipliee parjr 
se met sous la forme 



2(_ j)r-l 
(l) 

r = l 

en transformant le terme general au moyen de 1'identile 

^2r(^ +a; -2_ 2 ) = -( I _^2r)2_( [ _^2^2r)( 1 _ a? -2^2 

et en remarquant que la somme de la s^rie 



est egale a un, on voit qu'on peut ecrire encore 



i (i 



II r^sulle de la que la fonction ^ peut etre mise sous la forme 
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en posant 



/=! 



ou encore sous les formes Ires rapidement convergentes, quelque 
soil t 1 , 



= _ __ ,. i 

4 



\ 2 <7 2 ^ cos 2 TIP -f- 4/t 

7'=rl 



I 



En changeant x enx\/q dans Tune des expressions pr^cedem- 
mentobtenues pour i -~^r^ on trouve de suite 

r 



I riF* JU I 37 2 ^ 2r+1 I 



ou, en reunissant les fractions qui ont pour denominateurs 



i fiin . y (-D-i- _ T -^ r " 

a p 4 (a?) Z^ V y * (i 3r*gr'-i)(t-- 

7 =1 

formule qui equivaut a la suivanle : 



En changeant r en ^ + J, on a imm^diatement les formules 
analogues pour les inverses des fonctions 3a(<0 et 2s(< ; )- On les 
trouvera dans le Tableau (GIX). 



487. Si, dans les formules qui concernent fl ^} ou . 

^ pi(ar) 2ri( 



. t i-- , . . 

e p (x\' ou ^ r(p \ > on change tv en w, qu'on prenne les 



DfiVELOPPEMEffTS Etf SERIES TRIGON03lTRlQUES. 1 87 

derivees par rapport a p, puis que Fon fasse r = w, il vient, d'une 
part, 



te 



r - a?- 1 ) 2 



7U 2 _ . VI COS(27l l)7TP q zn COS2717:^ 
-r-r 8lT 2 > 7l^ 2ra '- i 

sin 2 7rc -^ 2 i : 



et, d'autre part, 

n = eo 2ff 1 



( ^ "^ v) ^~ c 

((JL,V) 



En changeant dans ces formulas x en ix, 9 en ^ + {, on a im- 
raediatement les formales analogues pour les inverses des fonc- 
tions po(#) 5 2rJ(p) et pj(a?), 2rJ(t>). On les trouvera aussi dans le 
Tableau 



488. Ges divers developpements, au moyen des formules de 
passage, enengendrent d'aulres relatifs a la fonction r^duite &>(u) 
da n 371, 



on aux expressions analogues, ou les fonctions a 1 sont rempla- 
cees par des cofonctions. Comme pour toute fonction de seconde 
espece, dont Tun des multiplicateurs est j, la fonction X(M) peut 
servir d'element simple, on a done aussi des developpements en 
serie trigonometrique pour toute fonction r6duile de seconde 
espece. 
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Nous n'ecrirons que les deux suivants, concernant *1)(zj), 

K , . . 

sin (nu 4- MO) tf 2 " sin 



(M):= - 

V ' 2(0! \ 



cot -- hcot 



20)! %toi/ toi Ad 2/z rc^o 

n-\ 2# tfj ' * 

ft | ftfyA 27U \^ o w/;2 ^ / _j_ \. 

(n,/n) 

ils sont valables, le premier pourvu que la partie r^elle de -. 
soit comprise entre la partie reelle de ? et celle de : ?? le 

second pourvu que les parties reelles de . et de . soient cha- 
1 A * toil toil 

cune comprise entre ces deux memes limites. 

III. Developpements des quantit^s e^ >] a , , K, E, . . . 
en series en q. 

489. Les developpements des fonctions doublement p^rio- 
diques, de premiere et de seconde espfice, en series trigonom^- 
triques, engendrent un grand nombre de developpements en serie 
pour les constantes que Ton a introduites successivement dans la 
throne des fonctions elliptiques; dans ces series, c'est q = e 
qui est Telement; c'est pourquoi nous lesappellerons series en q. 
Nous n'en citerons que quelques-unes. 

Les developpements (CVI 3 ) de pu et de p(u + o) a ) fournissent 
des series en q pour e { , e^ e 3 et vj,. En egalant les termes inde- 
pendants de u on a, en efFet, 

7)! I TC 2 2 1 

:= [ 

Wi 12 Ct)r (x 



7*= SO 

__ TJI ^ 2<i:2 v r y* r 
ej ~""^ + 4^! "~wf 2d r ~ I); 'rir^-r' 
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Les trois dernieres de ces Equations sont identiques aux rela- 
tions (XVII 2 ), comme il est ais6 de s'en assurer. La premiere 
donne r n ; en la retranchant des trois dernieres on a 



T 



6* = 



Si, dans les developpements (CVI 3 ), on compare les coefficients 
des monies puissances de?^, on obtient une suite de series en q pour 
#o, g 3 e t divers polynomes formes au moyen de e l7 e 2? e 3? ^ 2 ? ^"3- 

490. Les developpements (CVIIT 3 ) de STT^ que Ton a donnes 



an n 48S, engendrent des series en q pour K 2 . Si, dans ces de- 
veloppements, on fait v = o apres avoir pris les derivees par rapport 
a P, et si Ton tient compte des formules (XXXVI 5 ), (XXXVIIj), 
(LXXI 3 ), on obtient, en effet, les relations 



A 

2q 2 v"i -v 5 v-H2^ v v^ 2v 

(2tt I) x ___ 2/z _! ^ ^ (f ^rV)2 

7Z=1 (V) 

oi v== i, 3, 5, 7, ..., oo. 

Les mmes developpements ~ ? \ engendrent aussi des series 

en q pour A - K, v/^K-i et P our l a quantity K elle-m^me. Si Ton y 
fait 9 = j par exemple, on a 



-2<- 



v-1 1. 



v-1 1 



(v) 
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Si Ton fait r = ^^ dans la derniere des series citees, qui resle 
comergenle pour cetle valeur de r, on trouve, apres ime trans- 
formation facile ? 



Si Ton fait enfm r = 7 el si Ton observe que les formules 

4 

(XXXIV 6 ) fournissent, pour v = 7 , la relation 



on Irouve 

= . 2*-l 



(JJL,V) 

491. Des developpements (CVIII) des autres quotients mutuels 
de %{(v), & 2 (^), ^(p), Sr 4 (^) on deduit de meme 7 en y faisant 

r o. -9-9 -9 -y 7? de nouvelles series en q pour K, &K, 
' 2 2 2 T 4 _ 

Y/A"K, ainsi que des series en ^ pour A J K, y/A J K. 

Ceux des developpements obtenus qui concernent K nous four- 
nissent aussi des expressions en q pour Z'(o) et, par suite, pour E. 
En effet, le d^veloppement (CV 5 ) de Z(.r) fournit, pour Z ; (o), 
Texpression en ^, 



r=l 

d'ou, en tenant compte de la formule (CII<), ^expression en q 
TT v 2 ^ v^ r q r 

- j- * I q*r ' 

492. Les developpements (CIX) des inverses des fonctions 
^()j ^3(0), 2? 4 (o) fournissent des series en q pour y/FK, 
ykyk'K, \jk K. En faisant p o dans le deveioppement de 
^ t . -^ par exemple, et en r^duisant au inoyen des memes rela- 
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lions (XXXVI) et (XXXVII) que plus haul, on a 



Ce n'est pas le meme developpement qu'au n 

Les developpements (C1X) des inverses des carres des fonc- 
tions 3 2 (p), S 3 (p), 2r 4 (p) fournissent aussi, en donnant a 9 des 
valeurs particulieres, des series en q pour les quantit^s &K 2 , 
A J K 2 , A^^K 2 , el plasienrs de ces series se presentent sous une 
forme differente de celles que nous avons obtenues au n 490 pour 
les m^mes expressions. 

On trouvera tons ces developpements au Tableau (GX) a la fin 
de I'Ouvrage. Le lecteur les rapprochera naturellement, non seu- 
lement les uns des autres, niais aussi des developpements en q 
deja obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage et, en parliculier, 
de ceiix qui sont contenus dans les formules XXXVI et XXXVII 5 
on obtient ainsi de norabreuses identites. 
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CHAPITRE YI. 

INTEGRALES DES FONGTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 



I. Integrates rectilignes le long d'un segment joignant 
deux points congrus, modulis awi, 2w 3 . 

493* Avant d'aborder le probleme general de 1'integralion 
d'une fonction doublement p&riodique a periodes 2o><, 2co 3 , le 
long d'un chemin arbitrairement fixe, il convient d'etadier le cas 
parliculier ou 1'integrale est rectiligne, ou le chemin d'integra- 
tion ne passe par aucun p61e de la fonction et ou les deux limites 
d'integration sont representees par des points dont les affixes 
sont congrus suivant le systeme de modules 2(i) n 2co 3 . Nous 
indiquerons qn'une integrate est rectiligne en meltant un accent 
a gauche du signe d'integration (*). 

Soient t et t f la partie reelle et le coefficient de i dans Pex- 
pression de t, T t + t j i. On sait (n466) que logSr^p) est 
une fonction holomorphe de r dans la region du plan de la va- 
riable r, iimitee par les paralleles a 1'axe des quantites reelles 
menees a la distance de cet axe gale a ', region dans laquelle 
Faxe des quantites reelles joue le role de coupure, sauf entre les 
points o et i II en resulte que si <> represente 1'affixe d'un point 
interieur a cette region et non situ sur 1'axe des quantites reelles, 
on pent evaluer, sans aacune ambiguit^, la valeur de Tintegrale 



( l ) C ? est la notation adoptee par M. Schwarz : Formule$, etc,) p. 3i. 
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Onavu, en effet, que Iog2r<(p) peut alors tire regarde comme 
la somme de la fonction Is (c>) et d'une serie trigonometrique qui, 
elle, definit une fonction holomorphe a 1'interieur de la region 
envisagee, reprenant la m&ne valeur pour P O et pour ^ + i ; on 
en conclut que la valeur de I'integrale envisagee est egale a 
Is (PO + i) IS(PO), c'est-a-dire, ainsi qu'il resulte de la definition 
de la fonction Is, a KI quand le coefficient de i dans r est po- 
sitif, i4-7U quand ce coefficient est negatif. 

494. II est aise d'en deduire la valeur de la meme integrale rec- 
tiligne pour une valeur quelconque de P O = a + [k, sous la con- 
dition que j3 ne soit pas enlier. Observons tout d'abord que le 
resultat doit etre Jndependant de a, car si Ton de"signe par a un 
n ombre re'el, on aura 

r-*r i+ 

or les deux integrales 

'r v +a '^++i 

J " J 

*/V t/p _f.l 

sont egales, comme on le voit en changeant la variable d'integra- 
tion 9 en v + i ; on a done 



xr-r- 



II nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que a ne soit pas 
un nombre entier, et le resultat sera done independant de cette 
supposition. 

49S. Soient m et n les nombres entiers determines par les con- 
ditions 

fll<3</ + r, 72<P<J 

posons en outre 

et considerons Tintegrale 
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etendue au parallelogramme dont les cotes sont tt' , W Q +I, 
t'o-ri, t' . Deux cotes de ce parallelogramme sont paralleles a 
Taxe des quantites reelles, les deux autres sont parallles a la di- 
rection qui va du point o au point T; en le parcourant dans le sens 
qu'indique Pordre de succession des sommetSj on voit qu'on le 
decrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant que n 
est positif ou negatif; les zeros de la fonction 2^(p) contenus a 
Tmterieur de ce parallelogramme sont d'aillenrs les points 



m -T- 1 + i, m-f-n-27, . .., 
dans le premier cas, les points 

771 -i- I, 771 -h I T, 7ft 4- I 2T, ..., 7?l 4-1 -h ( 71 -f-I ) T; 

dans le second; leur nombre est toujours egalaj/zl; chacund'eux 

Or' / N 

est un p61e de la fonction -^T-T ? dont le residu est i ; Pintegrale 

consideree est done egale a 2 [ /i | u, suivant que Ton a marche 
dans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans tous 
les cas, egale a ZJIKI. Elle peut d'ailleurs tre regardee comme 
la somme algebrique des integrales 



' ~W + J '/."O-M '^O + l 'y.t'o 

o'u'o *Av +l Jy t JW Q 



mais la seconde et la quatrieme de ces integrales sont manifeste- 
ment egales ; on a done 



et, par consequent, comme wo est dans la region etudi^e au n 493 
et que, le coefficient de i dans > etant positif, la premiere inte- 
grate est done 6gale a TC/, on a 



496. II est aise d'en dedaire la valeur de 1'int^grale rectiligne 
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ou maintenant il est necessaire de supposer que a n'est pas un 
nombre entier. 
L'egalitd 



_i\ 



qui se dduit immediatement de la formule (XLIII 3 ) donne, en 
effet, 






et, en changeant Ja variable cTint^gration 9 en ^7, ce qui n'altere 
pas le caractere rectiligne de l j integration, 



'y.frl-:) . . 

/ 5PF,* 



lu 



on a d'ailleurs 



! = j$ a - j /ra i < a< 772, 

T \ " / 

et, par consequent, en appliquant le resultat precedemment ob- 
tenn, 



^- 
i \ / 



= - 7:1(2^0+ -) 



497. Si maintenant on se reporte a la formule (XXXIII 7 ) 



oii z^ = 2cti)^ et si I'on remarque'que, Tun des deux points w, v 
decrivant une droite, il en est de meme de Tautre, on obtiendra 
immediatement les consequences suivantes : 

Si Ton pose, en designant par a, ^ des nombres r^els, 



T. et M. - III. 
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et si Ton designe par m et n des nombres entiers determines p 

les conditions 

m < a < m -J- i , n C P < 
on aura 



(CXVIIj) 

' I ',,K -h2W 3 

f / ? rftt 2T] 

^ *^o 

Pour la premiere integrale, on suppose seulement que p n'est pa 
entier, pour la seconde que a n'est pas eatier. 

498. Soient 7', 3 deux nombres entiers premiers entre eux 
Adjoignons-leur deux autres entiers ?^ s f tels que 1'on ait 

rs r r's = i, 
et posons (XIX, XX) 

a 1= =r Ui-^-s co s , H! = r rn-f-5 r,j, 
Q 3 = r'tOi-f-Jf'cus, H 3 = /Tj^-T- j f r j3 . 

Appliquons les r^sultats precedents a la fonction 

w|ai,flj) = ^; 
nous aurons, en supposant toujours Pint^grale rectiligne, 



le nombre entier N est d6termin6 par les conditions 
puisque Ton a 



On peut done ecrire, en supposant r ? ^ premiers entre eux, 



En observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place a par a+r et p par +$, et en remplagant successivement 
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dans cette formule j[^ps r ^o+ 2rw i 4-2 5to 3 , z^ -j- 
eL ajoutant, ontrouve 



(GXVIL) f 

t/ 

et, par consequent, dans les memes conditioas 

r 



En resume 3 on a le rnoyen d'obtenir toutes les integrales recti- 
lignes de la forme 



ou /' et s soiit des entiers quelconques. Bisons encore une fois 
que le segment de droite qui va de M O a 4- ara), + 250)3 ne 
doit contenir aucun pole de ^u. 

En prenant dans 1'avant-derniere egalite 7*^5= ij on ob- 
tient 



on p. est an entier determine par la condition 



et qui est videmment egal a m n ou a m n i . 

499. Les resultats qui precedent permettent evidemment d'ob- 
tenir les integrates rectiiignes de la forme 

r 

OIL <p(#) est une fonction doublement periodique a periodes 
ao>j et ou r, s sont des entiers quelconques. 

Si, en effet, on decompose la fonction op(tf) en elements simples 
on obtient une somme de termes de la forme 
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multiplies par des constantes. Les terjues de la premiere sorte 
s'integrent immediatement; la partie qu'ils fournissent, dans I'd- 
valuation de Pintegrale envisagee, ne depend que des limites et 
nullement du chemin d'integration, puisque la fonction ^(u a) 
estunivoque ainsi que ses derivees; pour chaque pole a, cette 
partie esl nulle si n est plus grand que i et egale a zri\ { + zsi\$ 
si n est egal a i. Les termes de la seconde sorte peuvent elre eva- 
lues par ce qui precede : en posant u { = U Q a, on a 



r -4-2ra>,4-2$a) s ' xw 1 - 

^(u a)du= I 
J"i 



00. Si, par exemple, on prend pour <p(&) la fonction 

, . i p'u-\-p'a ... . v y 
o(a)= - - i = 5(tf a) 5wH-?a, 
A ; 2 jpw pa ^ J 

oil a est une constante qu'on peut supposer mise sous la forme 
2a / co 1 -4-2^0)3, a ; : J3 ; etant des nombres reels, on aura, en 
gnant par r, $ des nombres premiers entre eux, 



G) ( u) du = 2 



ou N et N' sont des entiers determines sans ambiguit^ par les con- 

ditions 

N< pr 



le cas ou Tun des nombres {3r a5, ([J - p 7 )/- (a a')s se- 
rait entier doit ^tre exclu. 



II. Integration le long d'un chemin quelconque. 
Cas general. 

501. Lorsque Fon a ^ int6grer une fonction doublement pe- 
riodique cp(w) a p^riodes 20)^ ao) 3 le long d'un chemin d^ter- 
mm^(C) 5 allant d'un point w a un point u^ ilfaut d'abord, pour 
que la question ait un sens, que le chemin d'int^gration ne passe 
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par aucun p6le de o(). Cette condition etant verifiee, la marche 
generate consiste k decomposer la fonction cp(w) en elements 
simples; cp (M) esl alors une somme de termes de la forme 



multiplies par des constantes. Les lermes dela premiere sorte s'in- 
tegrent immediatement, et la partie qu'ils fournissent dans reva- 
luation de Fintegrale envisagee ne depend que des limiles # 
t Uij et nullement du chemin d'integration. Quant aux termes 
de la forme ^(u #) ? on les integre en partant de ce que Ton a 



ils introduisent par integration des termes de la forme 
logs' (MI a; Iogc l (a )- 

La valeur de ceLte difference n'est d^terminee, pour des valeurs 
donnees de u^ u^ qu'a un multiple pres de aiic, et ce multiple 
depend essentiellemenl du chemin (C). 

C'est la determination de ce multiple d'apres la nature du che- 
min (C) ou, si 1'on veut, le choix des determinations des loga- 
rithmes qui est 1'objet de ce paragraphe. 



502. La question ne se pose pas quand les invariants g^ g$ de 
la fonction du sont reels, que le p61e a est reel et que le chemin 
d'integration est Taxe des quantites reelles. On ne pent alors sup- 
poser que Taxe des quantites r^elles contienne entre zz et u ( un 
zeio de la fonction d(u a) 9 qui serait un pole de la fonction 
O(M); il en restilte que les deux quantitds G'(WO~ a), d(u { a) 
sont de m6nie signe, et la partie de Tint^grale qui provient du 
terme ^(u a) est alors 



<CXVII t ) -.) A-log 



ou la quantit6 dont on doit prendre le logarithme est positive et 
ou le logarithme a sa determination reelle. 

La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants ^tant 
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toujours reels, le chemin d'integration est nne portion de 1'axe 
des quantites purement imaginaires, et que le pole eslun point 
situe sur cet axe, Les relations d'homog6neite (VIII) donnent, en 
efTetj les formules 



mais si 1'on considre un p61e d'affixe ia, et le cheinin d'integration 
rectiligne qui va du point iu Q au point iu\^ a, U Q , u { etant r^els, 
on ne peut supposer que ce cheinin contienne un zero de la fonc- 
tion d[i(u a)\ # 2 , g*]\ il en resulte que la fonction reelle 
d(u a; ' 2 , * 3 ) conserve le meme signe quaad u varie de u 
& ^^ Dans ces conditions on aura 



(CXVII 5 ) 






en conservant au logarithme sa signification reelle, 

03. Mais le probleme pose ne pent etre evite en general. II 
est clair toutefois qu'il suffit de le resoudre pour la fonction w, 
puisque, en designant par (C) un chemin quelconque et par (C) 
ce que devient ce chemin (C) quand on lui fait subir une transla- 
tion egale au segment de droite qui va du point o au point a. 



on a 



/ (w a)du= I 

^(C) ^(C 1 

II est clair aussi, en vertu de la formule (Via), que si Ton sait 
effectuer Pintegration pour un chemin (C ; ), on saura Feffectuer 
pour tout chemin (C) qui se d^duit de (C') par une translation 
egale au segment qui va du point o au point zru i + 2so) 3} en de- 
signant par r et 5 des entiers. En supposant ? par exemple, que le 
chemin (G'} soil dans une region ou loga'w ait et^ defini comme 
une fonction holomorphe, si 1'on fait se correspondre les points u 
el u' par la formule 
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on aura, en designant par z/ , u\ les points qui correspondent 
a HOI MI, 



(CXVI[ 6 ) / 
^" 



Or, si 1'on considere les paralleles a la direction qui va du point o 
au point co^ menees par les points d'affixe (in + i)o) 1 , ou 71 de- 
signe un entier positif OQ n6gatif, ces paralleles separerontle plan 
en bandeSj dont chacune pourra, par des translations du genre de 
celles que 1'on vient de definir, etre amenee sur telle bande que 
Ton voudra, par exemple sur la bande (B ) qui contient le point o ? 
et dans laquelle logs' est defini (n 470) corame une fonction 
holomorphe, sauf toutefois sur la coupure que comporte cette 
bande. Or le chemin d'integration, quel qu'il soit, se compose de 
parties dont chacune appartient a une seule bande et peut ainsi 
^tre ramenee, par translation, a etre situee dans (B ). On ponrra 
done se borner a considerer des cheinins d'int^gration situes 
dans (B ). 

La meme reduction s'efFectae encore en appliquant le tkeoreme 
de Cauchy (n 3S2) : on peut, en effet, substituer au chemin (C) 
un chemin (C') ayant les memes extremit^s, tel qu'on puisse de- 
former le chemin (C) pour I'amener sur le chemin (C') sans passer 
par aucun p61e de M. Le m6me theoreme permet m^me de sup- 
poser qu'un ou plusieurs poles de n se trouyent a Tinterieur de 
Taire limitee par les chemins (C) et (C 7 ) pourvu qu'on en tienne 
compte* Si le chemin (C)vade u a u^ on determinera dans (B ) 
deux points u'^ u\ respectivement congrus a M O , u\ modulis 2to^, 
2 to 3 , et Ton substiluera au chemin (G) le chemin (C') compose du 
chemin rectiligne qui va de U Q a w' 0) d'un chemin quelconque situe 
dans (B ) allant de w' a u'^ et enfin du chemin rectiligne allant 
de u\ a u\+ Les integrates rectilignes s'obfciendront par la for- 
mule (GXyiI 2 ) et il ne restera plus qu'a effecluer 1'integration le 
long du chemin situe dans (B ). II va de soi qu'aucun p61e de %u 
ne doit se trouver sur le chemin (C') II ne faudra pas oublier de 
tenir compte des p6les contenus entre (C) et (C7). 

04. Quant a Tint^gration le long du chemin situe dans (B ), 
on pourra se servir, pour reffectuer ? de la definition de logtf u 
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donnee au n470et de la serie Lrigonometrique. Mais il faudra 
faire attention a la coupure : on pourra toujours Peviter en appli- 
quant convenablement le dernier precede; sinon, on devra mor- 
celer le chemin en parties qui ne la traversent pas et effectuer 
Pintegralion le long de chaque partie de chemin, en se rappelant 
que les valeurs de logtfu ne sont pas les monies sur les deux bords. 
Nous aurons Poccasion d'appliquer cette remarque dans le pro- 
chain paragraph e. 

oOo. Rappelons enfin la formula, deja utilis^e au n 497, 
r"* Y r Vi %' (o\ 

(Cxvn 7 ) J u^ = ^(!- f )+J W^ d "> 

u est egale a aw, 9 et les chemins d'integration se correspondent; 
ils sont semblables(etmme homothetiques quand 2co< estr^el); 
le centre de similitude (ou d'homothetie) est le point o. Cette for- 
mule montre qu'il suffit de traiter le probleme qui nous occupe 

dans le cas ou le signe / porte sur la quantite ~ 

Quand on se donne la valeurde p,la valeur de^(^)estdonn^e 
par une serie tres convergente, de sorte que 1'on pent aisement 
calculer la valeur de logS<(p) avec une tres grande approxima- 
tion, sauf toutefois un multiple de a-rcj', qui est entierement in- 
connu. Pour determiner ce multiple, il suffit de calculer directe- 
ment log^ (r) au mojen des formules (CVl { , CV 2 ), avec une erreui 
moindre que TC en valeur absolue, done, avec une approximation 
assez grossiere. Afin de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le developpement de logSr, (P), donne par la formule (CV 2 ), 
pour avoir la valeur de ce logarithme arvec une erreur moindre 
que TU en valeur absolue, nous allons evaluer une limite superieure 
de la valeur absolue de la somme 



~ 



ou Ton suppose 9 = a + {^T, | ^ | ^ - 
On a 
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et, par suite, h designant la valeur absolue de q, 

r _/ 

| 2 sin nup |< A'P-h A-''? < A* 4- A" 5 , 
la derniere inegalite resultant de ce que la fonction x + x~ { de 



a.14 u.v.h i*AU J. V A J.O. Vx ji- JJ, <.J. U\J Jk \j\J LJ. LiUXJ. U \A V^ Vj V> U U Vy LU. A ^J AJL V* I/ 1. J 14, 4^X | vV \JL 

la variable positive x grandit lorsque# diminue et de ce que, si 

;* 

est positif, A 2 est plus petit que h r $. On aura done 

' r i ^ 9 

hlr ( A i . A "ll 
(i -A 2 ') ^ ' ^ ^ ' 



Le second membre de cette in^galite pent d'ailleurs s'ecrire, en 

snpposant r^/i, 

A r (i-t- A r ) < i-j-/^ rt A* 1 
" 



On en deduit, pour ;i~ i, 



et, pour 

, . i-r-A" 



Les seconds metnbresvontmanifestement engrandissantavec /?. 

On trouve que -T^rlog^rr est p! QS P et ^ q 116 ^ P our ^ =0,57. 
Si A est inf6rieur a cette limite, le calcul de la somme de la serie 
qui figure dans la formule (GV 2 ) est inutile; or, on verra que dans 
les applications les calculs peuvent etre dirig^s de fagon que h 
reste tres au-dessous de cette limite. 

Pour A egal ou inferieur a 0,78 on trouve, de mme, | R 2 1 <T: 
en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calculerun terme de la 



On voit done comment 1'ind^tennination pourra toujours 
facilement lev^e. 

II est bien clair que le mme proc^de s'applique aussi bien aux 
expressions de logrfa(w) ou de logS^, (v) } donnees par les for- 
mules(CVI,.CV 2 ). 
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III. Seconde methode ne convenant qu'au cas normal. 

06. Nous allons resoudre le meme probleme que dans le pa- 
ragraphe precedent, en suivant une methode toute diflerenle, qui 
nous fournira des renseignements interessants et utiles, concer- 
nant la fonction 2>i(p), mais qui ne convient qu'au cas ou - est 
un nombre reel et positif. 

Nous etablirons d'abord la proposition suivante ( * ) : 

En supposant que -. soit reel et positif, la partie reelle et le 
coefficient de z, dans la fonction 2r<(a+ PT|T) oua, jidesignent 
des variables r^elles dontles valeurs absolues sont inferieures ou 
egales a -, sont respectivement da meme signe que a et (3. 

Nous designerons le point 2^ (p) comme V image du point p ; si 
ce point 9 decrit une figure (F), le point 3i(p) decrira une fi- 
gure (F) qui sera Timage de la figure (F), On sait que dans ce 
mode de correspondance (representation conforme) les angles se 
conservent. 

Nous allons determiner les images R' n R' j? R' 3 , R; des quatre 
rectangles R i? R 2? R 3 , R 5 dont les sommets successifs ont respec- 
tivement pour affixes 



r i-i-^ T 

O, -5 - , - O, 

2 2 2* ' 



II suffit de faire cette etude pour le rectangle R 1? car si Ton 
^sej en general, 



ou A et B designent des nombres reels, on aura 



2ri(-a PT)= A-Bz, arii-ttH-p-cJ^- 

puisque, d'une part, la fonction Sr^p) prend des valeurs imagi- 
naires conjuguees pour des valeurs imaginaires conjugu^es de 9 



( ') To_/e^ SCHWAUZ, Fortuities, etc., n 51. 
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et que, d'autre part, cette fonction est impaire. Par consequent, 
R'j et R' 2 seront sym^triques par rapport a 1'axe des quantites pu- 
rement imaginaires; R, et R' 3 seront symetriques par rapport au 
point o; R', et R' t seront symetriques par rapport a 1'axe des 
quantites r^elles. 

507. Tout revient done a etudier 1'image R', du rectangle R^ 
Snpposons que le point 9 d^crive ce rectangle dans le sens direct 
en partant du point o. Quand v croit par valeurs reelles de o a ~, 
la fonction Sr i (p) est r^elle et croit depuis o jnsqu'a 



ainsi qu'il resulte dun 175 el des formules (XXXIV 4 ), (XXX VL>); 
le point 2i(p) decrit done le segment de droite qui va (*) da 

point o au point 3^-j- Supposons, maintenant, que le point 9 



Fig. t. 



-J+T 


} ^ 




(Ra) 


(RJ 






1 

* (R 3 ) 





^ 

2 



2 




decrive le second c6te du rectangle; nous ferons P~ - -4-a^? en 

u '23 



( *) Sur la figure, on a suppos6 q 0,8 et Vimage est r^duite au quart des di- 
mensions replies qu'elle devrait avoir par rapport a celles des rectangles R 17 B jr 
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supposant que la variable reelle a croisse deoai; 

est alors egal a 3 2 (a -) : c'est une quantite reelle, positive et 

V ^ I 
croissante avec a, ainsi qu'il resulte immediatement de la for- 

mule (XXXIL) qui montre que la fonction 3"o(jV), ou 9 est une 
variable positive, est une somme de termes positifs qui croissent 

tons avec v\ lors done que a croit de o a i, la fonction 
croit en restaut reelle et positive de 2f 2 (o) a 



en sorte que, lorsque le point 9 decrit le second cote du rectangle, 
son image decrit le segment de Paxe des quantit&s relles qui va 

du point Sr 1 [ - ] au point 3, ( ) 

Tandis que le point v decrit les deux premiers c6tes du rec- 
tangle qui se runissent a angle droit au point -? son image 

decrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
1'une de 1'autre. Cette contradiction apparente avec le principe de 

la conservation des angles tient a ce que, au point -? la deriv^e de 

la fonction Sr, (9) est nulle (XXXV 2 ). 

Supposons, maintenant, que le point 9 decrive le troisieme 

cote du rectangle, qui va du point au point -; on fera 

T T T y 

v = __ e t 1'on fera croitre la variable reelle a de o a i; on 

aura alors 



/ \ 

Lorsque a croit de o a i, la fonction 2r 3 ( r j est reelle, positive 

et decroit (n 175) depuis la valeur r 3 (o) = q Q gl jusqu'a la va- 
ieur 2r 4 (o) ~^ grj; d'ailleurs, la valeur absolue de &I(P) est 

q 4 2r 3 (^ J ; son argument est ~; le point Sr, (9) decrit done, dans 

les mmes conditions, une portion de courbe represent^ en 
coordonnes polaires p, co, quand on prend 1'origine pour p61e et 
Taxe des quantit^s reelles positives pour direction positive de 
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Paxe polaire, par Fequation 



dans laquelle on devra faire varier to de o a - Gette courbe relie 
le point 2r < (j~J> situe sur 1'axe des quantites reelles, au point 
2r< ^J? situe SUP la partie superieure de 1'axe des quantites pure- 
ment imaginaires ; le rayon vecteur qui \a du point o a un point 
de la courbe decroit a mesnre qu'il tourne dans le sens positif ('). 
Supposons, enfin, que le point 9 decrive le quatrieme cote du 
rectangle qui va du point ^ au point o. La fonction 3r, (P) est pu- 
rement imaginaire; le point S 4 (p) ira done, en restant sur Taxe 
des quantites puremem imaginaires, du point S { f^\ an point o; 
du reste, il est bien aise de voir, en raisonnant comme au n 17. 
que le coefficient de i dans 5) (p), quand ? croit ? par valeurs po- 
sitives, de o a A? est positif et croissant (-). 



( ! ) Cette courbe peul, saivant les cas, presenter ou non, un point d'inflexion. 
( 2 ) Reprenons les notations du n 175 et posons 



On deduira de l^galite (XXXIII 7 ) la suivante : 



la fonction reelle p(2w t zw) est egalc a oo pour cv - o; elle est croissante 
quand w croit par valeurs positives jusqu'i la valeur w = -^- = aui annule 

2(0,1 2i^ 

sa de'rive'e; pour cette valeur de w le second menabre est egal ^ 



quantite' negative (XXX 3 ) ; lors done que w croit de o a A par valeurs positives, 
la fonction de*croissante 



d'abord positive, se reduit, pour >=. & T, comme il re'sulte de la formule 
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EQ vertu da principe de la conservation des angles, la ligne 
courbe, image du troisieme cote du rectangle R,, rencontre a 
angle droit les axes des quantites reelles et des quantites pure- 
ment imaginaires sur lesquels sont situes les images des second 
el quatrieme c6tes de ce rectangle. 

En resum6, quand le point v decrit le rectangle R dans le sens 
direct, en partant du point o, son image decrit, aussi dans le sens 
direct, le contour R 7 d'une aire limitee par le segment de 1'axe des 

quantites positives qui va du point o au point %A j en 
passant par le point Sr< ( M? par une portion de courbe qui re- 

joint le point Si /^ - j au point r, (-}, enfin, par le segment 

de Faxe des quantites purement imaginaires qui va de ce dernier 
point au point o. 

308. Nous allons montrer que Faire (R t ), limitee par le rec- 
tangle R n a pour image Paire (R' 4 ), limitee par le contour R' 4 . 
A chaque point situe a Pinterieur de Rj correspond evidemment 
un point et un seul situe a Finterieur de R'< . Inversement a chaque 
point a. situe a Finterieur de R' i? correspond un point et un seul v 
situe a Tinterieur de R< ; en d'autres termes, Pequation en 9 



admet une seule racine figuree par un point a I'interieur du rec- 
tangle R { , On sait, en eflet, que si une fonction /(^) est holo- 
morphe al'interieur d'un contour (C), le nombre de z&ros de/(p) 
contenus a Finterieur de ce contour (C) est egal au quotient par 
*>Ar* de Fintegrale de la fonction dlogf(v), prise le long de (C) 
dans le sens direct, ou, ce qui revient au merne, au quotient par 
47i de la quantitd dont s'augmente Fargument de /(^), quand ( 
decrit le contour (G) dans le sens direct. Mais, lorsque le point p 
decrit le contour R { dans le sens direct, le point 2^(p) decrit 

(XXXVJ; elle est done toujours positive. Dans ce m^me intervalle la fonction 
/(tv) ne s'annule que pour w = o; elle est toujours positive pour w= -.; la 

fonction f'(w) est done, elie aussi, toujours positive et la fonction f(w) .tou- 
jours croissante, ce qu'il fallait d&nontrer. 
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ie contour R', dans le sens direct et le segment de droite qui joint 
le point a au point 3^ (<>) tourne autour du point a, dans Ie sens 
direct, d'un angle egal a 2^; I'argument de &, (c) a augmente 
done de 211; done le nombre de zeros de la fonction holomorphe 
3", (p) a, contenus a Finterieur de R< est egal a i. 

De ce que (R'J est 1'image de (R,), il suitque la partie reelle et 
le coefficient de i dans la quantite Sr, (a + pr), ou a et 4 3 sont des 
nombres reels, compris entre o et -, sont positifs; on peut meme 

2 

ajouter qae la partie reelle est inferieure a S 



Des conclusions toutes semblables s'appliquent aux images 
R' 3 , R^ des rectangles R 2l R a , R 4 , images qui se deduisent toutes 
de R^ par symetrie. Les contours R' M R' 3 , R^ limitent des aires 
(R' a ), (R f 3 ), (R ; 4 ) qni sont les images des aires (Ro), (R 3 ) r (R*), 
limitees par les rectangles R 2) R 37 R^. Qaand le point 9 decrit 
dans le sens direct un des contours R 2j R 3 , R 4? son image decrit 
le contour correspondant dans le sens direct. 

509. Remarquons, enfin, que les quatre aires (R^, (Ra)^ (Rs), 
(R 4 ) formeat, dans leur ensemble, une aire (R), limitee par tin 
rectangle R; cette aire a pour image 1'aire (R ; ), ensemble des 
aires (R'J, (R f 2 )j (R' 3 ), (R' 4 ), limitee par un conlour simple R', 
forme par Pare de courbe qui aet^ decrit plus haut et par des arcs 
sjmetriques. 

II est d&s lors aisd, en pratiquant une coupure dans le rec- 
tangle (R), de d6finir dans ce rectangle logSr^p) comme une 
fonction univoque, le coefficient de z" 7 dans cette fonction, etaat 
1'argument de 2r i (<;). 

Lorsque v est un point de (R), 2^(0) est un point de (R ; ). 
L'argament de S\(y) peut etre defini, sans ambiguit^, si TOD 
pratique dans (R') une coupure quelconque, allaat du point o & 
un point de R' et ne se croisant pas elle-mme; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que cette coupure soit pratiqu^e 
le long de Taxe des quantites negatives du point o au point 
2r, / ^ ' T j ea p as g an t p ar le point 3<f -j; le segment de 

droite qui va du point o au point S 4 f - J est Pimage simple du 
segment de droite qui va du point o au point - dans le rec- 
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tangle (R), le segment de droite qui va du point 2/j ( -j au 
point &! ( I ""' g ) est a la fois Pimage du segment qui ya du point 

\ 2 / 

- au point """ r """ u et du segment qui va du point - au point 

r"*"".*. On regardera la coupure totale comme ayant deuxbords, 

un bord superieur sur lequel I'argument de 2> 4 (t>) est ic, un bord 
inferieur sur lequel cet argument est -re. Pour les points 2><(p) 
de (R ; ) qui ne sont pas sur la coupure, 1'argument de S i (^) est 
compris entre TC et +it. Pratiquons, de mfime, dans (R) une 

coupure rectiligne allant de o a -- et designons par (R ) la 
figure ainsi modifiee, dont le contour est forme par la droite qui 
va du point o au point - (bord superieur de la coupnre), les 

, . . T.I. 1-4- *u 

droites qui vont successivement du point -- au point ; ? 

* . .l-f-i-i . .1 T -i 

de ce point au point - 9 de ce pomt au point - de ce point 

2 2 

au point ~~ """-* de ce point au point - et de ce point au 

poinl o (bord inferieur de la coupure). Le contour de (R ) est 
simple; la fonction logS^ (9) definie comme etant la valeur prin- 
cipale du logarithme de S { (p) est reguliere en tout point 9 situe 
a Tinterieur de (R ). Sur le bord superieur de la coupure et sur 

le segment qui vade -- a 7 le coefficient de s'danslogSr, (p) 
est TT; il est it sur le bord inferieur de la coupure et sur le seg- 
ment qui va de - a - - La fonction log ?,((>) est definie 

Ji t 

sans ambiguite pour tons les points de (R ) et de son contour, 
saufau point o ? a condition de distinguer les deux bords de la 
coupure. 

510. Si Ton designe par v et v^ deux points interieurs a (R ) 
et si Ton imagine un cbemin allant de P O a ^ et dont tons les 
points soient interieurs a R 0? on aura le long de ce chemin 



/"^Er' 
\ 

* V rt 1 



' (v\ 
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ou nous adopterons pour Iog2 , (c) la definition precedemment fixee. 
Cette egalite subsiste lorsque Tan des points P O? r, vient sur le 
contour de (R ) et meme sur la coupure, mais il importe de dis- 
tinguer sur quel bord on se trouve; il suffil pour cela de consi- 
derer les poinls infiniment voisins de p 03 v { sur le cliemin d'inte- 
gration. Elle subsiste encore si les deux points P O , v { sont sur la 
coupure et si Tintegrale est rectiligae; on peut, dans ce cas, se 
placer indifferemment sur un bord ou sur I'aulre, mais il est in- 
dispensable de regarder les deux points r c , v\ comme places stir 
le mme bord. 

511. Supposons mainlenant que, en allant de P O a v\ p ar k 
chemin d'integration, on reste toujours dans le rectangle (R), 
mais qu'on soit oblige dc traverser la coupure au point P', par 
exemple, en passant de bas en hatit. Nous distinguerons les 
points v\, v'^ de mSme affixe que v f et situes Tun sur le bord infe- 
rieur, 1'autre sur le bord superieur. On aura alors 



ou il est entendu que les integrates portent sur la mme quantite 
&*( et que les integrales du second membre sont respeclivement 

etendues aux deux portions du chemin d'integration qui ^ont 
de r & fp de ^!> a P O lesquelles ne traversent plus la coupure. De 
cette egalite et de ce que logSr^^), JogSr^o) ont m^me partie 
reelle, tandis que leurs parties imaginaires sont respectivement 
egales a TU et -Hi:/, on deduit 



D'une facon generale, en supposant que le chemin d'integra- 
tion ne sorte pas du rectangle (R), on aura 



en adoptant pour les logarithmes leurs determinations princi- 
T. et M. - III. IE 
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pales et en designant par N un nombre entier que 1'on obtient en 
ajoutant autant d'unites positives que le chemin d'integration tra- 
verse de fois la coupure en allant de haut en bas, et autant d'unites 
negatives que le chemin d'integration traverse de fois la coupure 
en allant de bas en haut. 

512. Considerons, par exemple, Fintegrale rectiligne 






ou c est un point du segment de droile qui va du point 

au point ; , al'exclusionduseiil point Le chemin d'in- 

legration ne traversant pas la coupure, on aura 



les deux nombres S^(P O +I) S,(r ) sont reels, egaux et de 
signes contraires; suivant que le coefficient dezdans P O est po- 
sitif ou negatif, c'est-a-dire suivant que le point P O est situe sur 

Tun ou Pautre des segments qui vent du point * aux points 

r i- IT _ T '"" 

- 9 - -, PargumentdeS^Po) est +7:011 TC: d'ailleur^ 

2< 2i 

1' argument du nombre positif S<((; -4-i) est mil; on aura done, 
suivant que le coefficient de i dans t> est positif ou negatif, 



fCXVIIJj 



513. Les deux resultats contenus dans la dernifire formule 
peuvent etre relies Tun a Tautre par le theoreme de Cauchy qui 
permet plus generalement de deduire toutes les integrales de la 

forme / Sfp!^ ^ e ^ une ^' enlre e ll es - 

Soient, en efiet, p , ^ deux points quelconques tels que les 
paralleles 4 Taxe des quantites reelles menees par ces points, et le 
segment de droite joignant ces deux points ne contiennent aucun 
zero de la fonction &,(?). Soit <> celui des deux points situes le 
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plus bas ; considerons alors le parallelogramme dont les sommets 
sont P O ? ^o+ T 5 ^'0+^ ( PO! en parcourant ce parallelogramme, 
de maniere a rencontrer les sommets dans Tordre indique, on le 
parcourra dans le sens direct. Si A est im point queleonque du 
segment qui joint les points r , tv ; si B est le point Winter- 
section du segment qui joint les points r + l ? ^0 -f- 1 et de la pa- 

%' (v} 
rallele a Taxe des quantites reelles menee par A, la fonction -^7 

prendles memes valeurs en A et en B; il resulte de la que Pinte- 
grale / ^ Jr ; etendue au perimetre du parallelogramme, est 
egale a la difference des integrales rectilignes 



D'un autre cote, Pintegrale etendue au parallelogramme est 
egale a 2^7: multiplie par la somme des residus de la fonction 

k 1 / relalifs aux poles de cette fonction situes a Finterieur da 
3ri(<0 J 

parallelogramme, c'esl-a-dire par le nombre de zeros de la fonc- 
tionS^r) situes a Tinterieur du parallelogramme, nombre qui 
est ^videmment egal au nombre n de zeros de la rneme fonction 
sitnes sur Faxe des quantites purement imagmaires entre les deux 
paralleles a Paxedes quantites reelles menees par les points ^o^V 
En appliquant Tegalite ainsi obtenue, 



, 
dv = 



au cas ou P O est un point queleonque du cote du rectangle (R) qui 
joint les deux points f- -^ - -^ autre que le point *, 

el en tenant compte du r^sultat du n 512 relatif a la valeur de 1'in- 
tegrale du second meinbre pour ce choix de r , on obtient aise- 
ment le tlieoreme suivant qui comprend celui du n 312, comme 
cas particulier : 

Si Ton a 

WQ = a -{- p^j 

en designant par a et ft des nombres reels^ dont le second n'est 
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pas entier, et si 1'ou determine 1'entier n par la condition 



on aura ( { } 

^ " 1 " 1 V 



514. Considerons encore 1'int^grale rectiligne 



oii PO est lin point situe sur le cole inferieur dn rectangle R qui 



va du point - - an point 7- 



Supposons d'abord que la partiereelle de r ? Que nous designe- 
rons par a, soit positive; le chemin d'integration ne rencontranl 
alors pas la coupure, on aura 



Le second membre est Tune des determinations du loga- 
rhhme de 



il est done egal a ]a quantite 



Z7cf a - J-t- zw Z'TC^ = z"rc(r 2 a) 



augmentee d'un certain n ombre entier de fois an:. D'ailleurs, 
Targument de S i (p ) est compris entre o et -; 1'argument de 
^) ? egal et de signe contraire au prdc^dent, est compris 



(*) C'est ^ M. Hermile quo Ton doit la determination des integrates de ce 
type et du type suivant. (Voir la Note inseree dans le tome II da Calcul dlffe- 
rentiel et integral de J.-A, Serret, p. 887.) II est a peine utile de faire observer 
que les determinations obtenues dans les n ofl 512-516 sont contenues comme cas 
particulier dans la formula generale donnee dans le precedent paragraphe. 
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entre o et~;le coefficient de i dans logST|(r -f 7) logSi '(P O ) 
est done posilif etcompris entre o et z; c'est done T:(I 2 a). 

Si, au contraire, la partie reelle de r , que nous continuerons 
de designer par a, est negative, le chemin d'integration rencontre 
la coupure au point a en allant de bas en haut, et Ton aura 



Dans ce cas encore, logS, (ro4-T) log^U'o) e ^t egal a 
rrc(i aa) augmente d'un certain norabre de fois 22*7:; d'aillenrs 
['argument de 2< < (r ) est compris enlre f et T:, et celui de 

3j (PO + T) est, compris entre -et-; le coefficient de i dans la 
difference des logarithmes est compris entre T: et ^T:; c'est done 
encore i:(i 2a) et Ton a, par consequent, suivant que a est po- 
sitif ou negatif, 
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On a, en particnlier, 



515. Supposons maintenant qu'on ait a effectuer 1'integrale 

/G?r / \ 
* { } dv suivant un chemin quelconque donne (C). 

Imaginons le plan reconvert d'un reseau de rectangles, tous 
egaux au rectangle R. Le chemin d'integration se decomposera 
en parties dont chacune appartiendra a Pun de ces rectangles, et 
il est clair qu'il suffit, pour savoir calculer Pintegrale tolale, de 
savoir la calculer pour Tune quelconque de ces parties, c'est- 
a-dire pour un chemin contenu tout entier a Pinterieur d'un cer- 
tain rectangle R# du reseau ; mais comme on peut faire corres- 
pondre les points des rectangles (R*), (R) par une relation de la 
forme P' = v + m-i-m, oil m eln sont des entiers, on pourra 
ramener toutes les parties du chemin d'integration a etre con- 
tenues dans R. 
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Si6. Considerons, parexemple, Pint^grale rectiligne 



ou P'O est maintenant un point quelcoaque, tel toutefois que la 
partie reelle de P O ne soil pas unnombre entier, afin que la droitc 
qui passe par les points P O , c -l-Tne contienne aucun zro de 
2^(v'). La position de cette droite, qui est limitee aux points P O 
et PO + "? enipiete en general sur deux rectangles du rdseau. 

Posons P O m + n^ + a + k, en designant par m, /i, a, [3 des 
nombres reels dont les deux premiers sont entiers, et dont les 
deux autres verifient les conditions 



On aura, en entendant que le signe d'integration porte tonjours 
sur la meme quantite ^ ? 



r in -4- n T -t- ft -H 
* /WH-ft7-4-K + Bl 



nT+a+^ 



remplacons, dans les integrales du second membre, la variable 
d'integration p par m + n^ + w pour la premiere, et par 
jn-f^/i + ijT-Hv pour la seconde* Le second membre de- 
viendra 



L'iutegrale qui figure encore dans le second membre de cette 
equation a ete calculee au n514; elle est egale a aaicz TCI", 
en prenant le signe 4- on le signe suivantquea est positif ou 
n^gatif ; on en conclut 



(CXVIII 5 ) 
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On d^duira de la, en designant par ;*un entier positif, 



(GXVIIIe) f' + ' |^| dv = - 21-11: L- + -+ -V 
J^ Sil?) V a a/ 

Dans ces deux formules, on doit prendre le signe superieur ou 
le signe inferieur suivant que la partie reelle de c m esl posi- 



tive ou negative. 



517. Considerons enfin les integrates rectilignes du t)pe assez 
frequent dans les applications 



ou a et p sont des notnbres reels dont le premier n'est pas entier. 
Une telle integrate est un nombre purement imaginaire ; elle est, 
en efFet, le produit par 7 de Tintegrale 



ou la variable d'integration x est reelle, et dont tous les elements 
sont reels, puisque les nombres a + #T, a x~ sont des imagi- 
naires conjugu^es, 

Supposons, ce qui est toujours permis, que (3 soil positif, et 
determinons deux entiers m : n tels que si Ton pose 

a = m -f- a', |5 = n 4- P', 
on ait 

a '^o, ~I<a'<i ? -- O'^L 

22 2 r 2 

On observera tout d'abord que la fonction ^4~ ne ehangeant 

T- ^j(P) 

pas quand on change 9 en p + 7?i ? on a 



on a d'ailleurs 

' a' 

/ 

Ja' 
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toutes les inlegrales portant sur la meme quantite -^ On en 
concltit, en appliquant les resultats precedemment obtenus, 



' a + Pt & , . V^^P^&' 

/ ST i 7^= / |i 

/a-^T -'it'') -'a'-p-T ^' 



ou Ton doit prendre le signe superieur ou le signe inferienr, sui- 
\ant que a 7 est positif on negatif. Quant a Tintegrale qui subsiste 
dans le second membre, il est aise de reconnaitre qu'elle est 6gale 

a la determination principale de log ^ / __ -n^ 1 la partie reelle 

est nulle ; le coefficient de z", compris entre TC et -+- TC est positif 
si a' et ^ ; sont de m6me signe, negatif dans le cas contraire, mil 
pour les valeurs particulieres a' d: . 
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INVERSION. 



CH4PITRE VII. 

CM DONNE A OU #- 2 , $y, TROUVER T OU <*> to,. 



I. Le probl&me pose admet une solution et de cette solution 
on peut deduire toutes les autres. 

518. Dans ce qui precede on a toujours regarde les nombres toj , 
co 3 comme donnes : siir ces deux nombres on a suppose seulemenl 

que le coefficient de i dans le rapport T est different de zero, 
et mme positif toutes les fois qu'interviennent les fonctions ST. 
C'est avec ces nombres co i? co 3 que nous avons construit toutes le^ 
quantit^s ou fonctions que represented les symboles ^ 2 ? g^ 
rf(M[(f>i,<o 3 ), C(^^ico f , co 3 ) ? p(u\^^ o) 3 ), e n <? 2 , ^ 33 T M5 r ia , r ia , 
y / e 1 e n , . . . ; c'est avec leur rapport T que se construisent les 
quantites et les fonctions q, k : k f , 3(p), K, R', snw ? . . ., qui 
sont toutes d^terminees sans ambiguite. 

11 y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de rnettre en evidence 
les norabres co^o^, 7. Nous toirons alors^ 2 ( w M ^3)3^3(^(9 w s)i 
AT(T), ^(T), v '^), v/A 7 ^), K(T), K'(T), an lieu de # 3 , ^ 3 , A:, ^, 

V^, v/^i K-3 ^- ^ ous continuerons a ecrire 3(p|T) au lieu de 
3(0) et nous ^crirons aussi, dans le present Chapitre, &r\(u 7), 
cn(MJT), dn (?/(:), pour designer les fonctions de u et de T de- 
finies par les relations (LXXI 3jC ,7 ? 8j XXXVII ij2 ), au lieu de 
SD(M, ), en (u,k\ dn(z^,), notation que, afm de nous con- 
former a Tusage, nous avons introduce au n 301. 
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Dans leb pvoblemes qui dependent des fonctions ellipliques ce 
n'est cependant pas les nombres o>^ to 3 OUT qui sont imm^dia- 
tement donnes. La solution de ces probl&mes se ramene a Tinte- 
gration de Tequation differentielle 



( 



f^V= ' 3-" 

du) ^ 



ou u designe la variable, y la fonction incomme et y 2? y 3 des 
nombres donnes, tels que I'equation 4jK 3 Ya/ Yu"^ n ' ait 
pas de racines egales. 

On obtiendra nne solution de cette Equation si Ton connait 
deux nombres (o n co 3 a rapport imaginaire, tels qne les quantites 
a (co M o) a \ 3(^1, w 3 ), definies paries series (IV 5 ) 

2t 



aient les valeurs donnees y 2 , y 3 . Cette solution sera la fonction 
p(#|o)i, 0)3) formee au moyen de la variable /: et des nombres <o 1? 
co 3 comme il a etc explique aux n os> 86-88; on a, en effet,de- 
montre au n 98 qu'une telle fonction verifie liquation diflferen- 
tielle 



et (<&{) to 3 ), *3(<o f , co 3 ) sont respectivement egaux a y 25 YS* 

Les memes problemes dependent, si 1'on veut, de Tint^gration 
de I'equation differentielle 



ou x est un nombre donne difFerant de o et de i. On obtiendra 
une solution de cette Equation si Ton connail un nombre imagi- 
naire 7, dans lequel le coefficient de z soit positif, et tel que la 
quantite A" 2 (i:) } definie par la formule (XXXVII, ) 



I-h ' 



^ 

* 
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ait la valeur donnee x. Cette solution sera la fonction sn(wJT) 
formee au moyen de la variable u et du nombre T de la maniere 
suivante : on construit d'abord (XXXII) les fonctions S(p|7) de 
la variable inddpendante v et de u; onforme ensuite (XXXVII ii2 , 
LXXI 3 ) les quantites 



et Ton pose enfin (LXXI ) 



En effet, d'apres ce que Ton a vu aux n os 301-306, la fonction 
de u ainsi formee ? qui est identique a la fonction sn(, /r) definie 
au n 301, doit verifier Pequation differentielle 



et A' 2 (T) est egal a x. 

On voit, des lors, se poser les problemes suivants : 

Quand on se donne les nombres y 2 , y 3 ou x, existe-t-il deux 
nombres a rapport imaginaire co l7 co 3j ou un nombre imagi- 
naire T dans lequel le coefficient de i soit positif, qui verifient 
^espectivement les equations 



<? 2 (wi, w 3 ) = Y S , ^3(^1, co 3 ) = 
OU 



Quelles sont toutes /&? solutions de ces equations oil CD,, co s 
inconnues? 



319. Nous d^montrerons d'abord les deux theorSmes suivants : 



I. Si I' on se donne deux nombres y 2 j YS tels que I' equa- 
tion eny 



racines distinctes si , 25 s> ^^ ^ y^z revient au meme, 
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si Von se donne trois nombres distincts i? 2 , 3 dont la 
somme soit nulle et si Von pose 

YJ = 4(83834- s 3 si-t- s^j), Y3 = 4si6 3 ej. 

il ejciste deux nombres to i? to s te& que la partie reelle da rap- 
port - jo/f positive (non nulle} et qui verifient les equations 



II. iSY /'0/i se donne un nombre x JMZ ;i ; es ra negatif, 
ni positif et plus grand que i, z7 existe un nombre T rfo^^ ^e 
coefficient de la partie imaginaire est positif, qui verifie Ve- 
quation 

(P) ^(t) = x. 

S20. Nous commencerons par montrer que le th^oreme If ? sup- 
pose vrai, entraine le theoreme I. 

Les nombres distincts s^ 2? 3 etant donnes(s 1 + 
posons 



si -s 



Oa peut toujours supposer que les nombres i: e 2 , 3 aient &1& 
ranges de facon que les conditions imposees a x soient verifiees : 
elles le sont, quel que soit Tordre de 1 , s 23 3j si ccs trois points 
ne sont pas en ligne droile; s : ils sont en ligne droite, on prendra 
pour j , 3 les points extremes, pour 2 le point intermediate. 

Avec le nombre 7 qui, par liypothse, verifie Fequation (j3) con- 
struisons les fonctions ST(^|T), puis ? ajant choisi arbitrairement 
la determination de \/e f s 3 , determinons to^ par la condition 




e t posons o> 3 = to 4 7. Construisons ensuite les fonctions c 1 (u \ w f , to s ) ? 
jD(|co 1? <o 3 ) 7 ... et reprenons, pour toutes les quantit<s qui se 
rapportent a ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. 
Nous aorons (XXXVI,) 



ON DONNE A 2 OU gi) gt] TBOUVER ? OU &) 



etj par consequent, ye\ S = y'e, 3 ; or, cette egalite, rap- 
prochee de la definition de x et des equations 



donL la premiere resulle de la formula (XXXV1I 4 ), monlre, 
puisque x est, par hypo these, egal a -(T), que l'on a 



etj par consequent, ^'2 faj g3 = Ys- 

S2L Tout est done ramene a la demonstration du theoreme II. 
Nous deniontrerons d'abord ce theoreme lorsque x est un nombre 
reel, posilif, plus petit que un, et nous etablirons, pour cela, la 
proposition suivante : 

II a , Si x est un nombre reel, pusitif, plus petit que un s 
on satis/ail a V equation ($} en posant 



- 
V a d / V 2 d 

= / ' , X / __ ' 

,/ y/i x sin 2 c ^/ \/T(\ x 



__ 

y/i x sin 2 cp ^/ Q \/T(\ x)sm s o x 

integrities^ ou tout est reel, les radicaux ont le sens 
arithmetique ; ~ est done reel et positif. 



Construisons, en effet ? avec la valeur de T ainsi defiuie, les 
fonctions &(P[T), (?)> A J (T), K(TT), R ; (^; les quanliles ^(T), 
/c' 2 (7) seront reelles et positives (puisque - est purement iinagi- 
naire), plus petites que un (puisque leur somme est egale a un), 
etl'on aura, comme onl'a vu ( J ) au n 311, 



*(*) = 

"'0 



('} A la v^rite les formules du n 311 ont ete deduites des formules des n oa 297 
ct 298 qui donnent, sous forme d'integrales, les expressions de w^'e, e, r 

!^ y/e, e 3 lorsque w t et sont reels et positifs; mais, d'une part, les formules 
i i 

que nous citons dans le texte auraient aussi bien pu 6tre deduites directement 
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en dormant aux radicaux leur signification arithmetique. Puisque 
(LXXI 3 ,,) i K/(T) est egal a TK(T), on a done la proportion 



21 
'* 



7 / 2 dv V - og 

./o V/i (i sOsin a <p ./ /i [i ! 



IT TU 

dv _ ',** dv 

/i Y. sin 2 o ,' v^ 1 A" 2 (T)sm a cp 

or cette proportion entraine Tegalite x = A* 2 (T): car si, dans le 
premier rapport, on regarde pour nn instant x comme une va- 
riable el si 1'on imagine que x augmente de o a i , le denominatenr 
augmentera en meme temps que le numerateur diminuera; le rap- 
port diminuera done constamment et n'atteindra la valeur du se- 
cond membre qu'une seule fois, quand x sera egal a A" 2 (T). 

La proposition est done demontree, dans le cas ou x est reel, 
positif, plus petit que un; en d'autres termes, dans ce cas, on a 



ou, d'une facon plus explicile encore, si, dans le premier membre 

i\' 
de Tequation (p), on remplace 7 par ? ce premier membre se 

reduit identiquement a x. 

S22. C'est cette derniere reinarque, etablie seulement dans le cas 
ou x est positif et plus petit que nn, qui va nous fournir la de- 
monstration du th^oremell dans sa generalite, demonstration qui 
resultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent 
co'mcider snr une ligne sans etre partout identiques. 



dans le cas ou 4 est reel et positif, sans passer, comme nous Pavons fait, par 
] J intermediaire des fonctions ; et, d'autre part, si Ton veut retablir toute la 
chatne des deductions que nous avons faites dans ces divers numeros, il suffit, 
apres avoir choisi T comme nous venons de I'expliquer, de choisir arbitrairement 

le nombre positif o^, de prendre w, = C^T, en sorte que -r soit reel et positif, de 

construire toutes les fonctions dont on a besoin au moyen des demi-pe'riodes t^, 
<o s ; e t ,e^ e^ sont alors reels, ranges par ordre de grandeur decroissante, eic. : la 
conclusion est la meme, et les quantittis w t , w, ne figurent dans cette conclusion 
que par leur rapport T. 
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Nous etabiirons le theoreme suivant : 

11$. En supposant que x /ie soit ni un nombre negatif, ni 
un nombre positif plus grand que un } on satis/era a V equa- 
tion x = A* 2 (T), en faisant 

TC 7U 

T -V ^? v / V" ^ 

A I ? \ = / ' . 

J /i y.sin 2 cp / ^ I _( I _ 



0/i suppose que la variable d } integration vsoit reelle etque 
les parties reelles des radicaux soient positives. Dans ces con- 
ditions, le coefficient de i dans T est positif . 

523. Observons d'abord que les integrates definies qui precedent 
ont un sens pourvu qn'on fixe la signification des radicaux el que 
les quantites sous les radicaux ne s'anniilent pas dans les limites 
de FinLegration; dans ces liraites i xsin 2 cp ne peut s' annul er 
que si x est reel et plus grand que un, i (i x) sin s o ne peut 
s'annuler que si x est negatif. 

Ces remarques conduisent a introduire dans le plan qui serl a 
represenler le nombre x deux coupures, Tune qui ira du point i 
a -i- oo en suivant 1'axe des quantites positives, Paulre qui va de o 
a co en suivant Faxe des quantites negatives. Nous designerom. 
par (T) le plan dans lequel on a pratique la premiere coupure 
seulement, par (T 7 ) le plan dans lequel on a pratique la seconde 
coupure seulement, par (S), enfin, le plan avec les deux coupures. 
II va sans dire que quand on parlera d'un point appartenant a Tun 
des plans coupes (T), (T ; ), (S), on entendra que ce point n'est 
pas sur une coupure du plan considere. 

C'esl surtout au plan (5), a deux coupures^ que nous aurons 
affaire : nous reunissons ici quelques remarques et conventions 
qui nous seront utiles : soit immediatement, soit dans la suite. 

L'argument de tout point x du plan (5) sera suppose compris 
entre IT et +TC; cet argument varie d'une fagon continue 
avec x, qui, encore une fois, ne doit jaoiais traverser les coupures. 
C'est cette valeur de Targunient que Ton adoptera pour celles des 
fonctions de x dont la determination depend de 1'argument de la 
variable; ainsi, en d^signant par m un entier positif, y^x sera un 
nombre dont la valeur absolue sera la racine m ieme arithmetique 
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de |x [, et dont L argument sera compns entre et ~; \, x sera 
alors dans le plan (S) une fonction holomorphe de x, fonction 
dont la partie reelle sera positive et dans hquelle le coefficient 
de i aura le meme signe que le coefficient de i dans x. De meme 
log-* sera un nonibre dont la partie reelle sera le logarithme nepe- 
rien de |x], et dans lequel le coefficient de i sera Pargument 
de x; ce coefficient sera encore du meme signe que le coefficient 
de i dans x, et Ton aura 

Iogx = log( x) :':7iJ, 

suivant que le coefficient de i dans x sera positif ou negalif. 

II est clair que le point i x est le symetriqne du point x par 
rapport an point ^, qui est lui-meme nn centre de sym^trie pour 




lesr deux coupures; les deux points appartiennent en meme temps 
ail plan coupe. 

Tout ce qu'on vient de dire de 1' argument de x, de '^x, de 
logXj s'applique naturellement aTargamenl de i x, a n \J i x, 
alog(i x); on observera, en passant, que les coefficients de i 
dans x et dans i x sont de signes contraires. 

Toutes lesfois que, s designant une quantite quelconque, Iog5 
est defini, nous entendrons par log (as), ou a est un nombre positif 
quelconque, 



ou logaa sa valeur arithmetiqne. 
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Lorsque x appartienl au plan (g) nous adopterons pour 
'og -j ^ la determination logx log(i x); on peut dire encore 

que le coefficient de i dans log ~ est Tangle moindre que -re en 

valeur absolue, sous lequel on voit du point o le segment qui va 
du point i x au point x : cet*ngle est positif si x est au-dessus 
de 1'axe des quantites reelles, negatif dans le cas contraire. Celte 

determination est encore la valeur principale de log ? qui esl 

holomorphe dans (S). 

Lorsque cp varie de o a - 5 le point i x sin 2 <p decrit le segment 

de droite qui va du point i an point i x: en mme temps le 
point i (i x)sin 2 cp decrit le segment de droite qui va du 
point i au point x; les deux points i x sin 2 cp, i (i x) sin 2 o ? 
qui, pour une meme valeur de cp, sont situes sur une meme pa- 
rallele a la droite qui joint le point i xau point x, appartiennenl 
au plan (5), si le point x appartient a ce plan. 

Nous definirons les quantites y/i x sin 2 cp, \Ji (i x) sin 2 cp 
d'apres la rfcgle generate donnee plus haut pour y/x, y/i x : leur 
partie reelle, qni ne s'annule certainement pas, est alors positive, 
de sorte que la definition qu'on adopte ici est conforme a celle qu'on 
a adoptee dans Tenonce du theoremelU, pour preciser le sens des 
integrales d^finiesX, X'; les coefficients de i clans ces deuxradicaux 
sontd'ailleursdesignes contraires. Le point y/i *-xsin 2 cp est situe 
dans Tangle aigu form<i d'une part par Taxe OP des quantites po- 
sitives, de Tautre par la bissectrice de Tangle forme par ce meme 

axe et la droite qui va deO au point i x; le point- esr. 

/i xsin 2 cp 

situ6 dans Tangle aigu POA symetrique de Tangle qu'on vient de 
definir par rapport a Taxe OP. On verra de meme que le point 

; t est situe dans Tangle aigu POA' de la figure : la 
/i (i x) sin 2 cp 

direction OA 7 est la symetrique, par rapport a. I'axe OP, de la 
bissectrice de Tangle forrn^ par la droite OP d'une part, par la 
droite qui va de a x, d'autre part. Dans la figure la direc- 
tion OA est au-dessus de Taxe des quantitds reelles, etla direc- 
tion OA' est au-dessous; cela tient a ce que le point x a le pris 
T. et M 12 
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au-dessus de Paxe des quantites reelles; ce serait 1'inverse s'il 
etait au-dessous. 



. On reconnait immediatement que si deux nombres ima- 
ginaires sont representes par deux points situes a Pinterieur d'un 
angle ayant pour sommet le point 0, la somme de ces deux 
nombres sera representee aussi par un point situ6 a Pinterieur du 
m6me angle; il en sera de meme si 1'on considere anlant de 
nombres que Ton veut ? tous representes par des points situes a 
Pinterieur d'un mme angle, et la meme conclusion s'elend a une 
integrate, qui est la limiie d'une somme. On voit done que Pin- 
tegrale definie X sera representee par un point situ a Pinterieur 
de Pangle POA etPintegrale definie X' par un point situe a Pint^- 
rienr de Pangle POA ; ; les parties reelles des deux nombres x, X' 
sont essentiellement positives; quant auxcoefficientsde z, ils sont 
de signes contraires; le premier est positif, le second negatif 
quand le coefficient de i dans x est positif, comme dans le cas de 
la figure ; c'est Pinverse quand x est situ au-dessous de 1'axe des 
quantites reelles; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls que 
si x est reel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, Pangle 
AOA 7 , qui est la moitie de Pangle sous lequel on voit du point 
le segment qui va du point i x an point x est aigu; il en est de 
m&me, a fortiori, de Pangle irUerieur a celui-la forrn^ par les 
deux directions qui vont du point aux points X, x', c'est-a-dire 

v' 

de I'argument du rapport - - La partie reelle de ce rapport esl 
done positive : il en serait de meme de la partie reelle du rapport 

inverse. On observera que Pargument de -, fixecomrne nous Pa- 

x 

vons fait, est, d'apres ce qu'on vient de dire sur la position des 
points X 7 , X, negatif si le point x est au-dessus de Paxe des quan- 
tites reelles, positif dans le cas contraire; en d'autres termes ? les 
coefficients de i dans "- et dans x sont de signes contraires. 

Ceci pos<$, dans le plan (s), x et x' sont des fonctions univoques 
de x, d'apr&s leur definition raeme. En chaque point du plan (6) 
ces fonctions sonl regulieres, c'est-a-dire que si Pon augmente x 
d'une quantite h, suffisamment petite en valeur absolue, les fonc- 
tions x et x ; ainsi modifies sont d^veloppables en series entires 



ON DONNE A* 2 OU g%, g$\ TROUVER T OU 00^ 0) 3 . 179 

en/i(on doanera tout a 1'beure les expressions de ces series); 

elles sont done des fonctions holomorphes de x dans le plan (&). 

x' 

II en est de meme du rapport - puisque X ne s'annule pas, non 

plus que sa partie reelle. 
Reportons-nous maintenant a 1'equation # 2 (T) x. D'apres la 



formule (XXXV1I ), A" 2 est egal a ^; il est done clair que si 

1'on regarde T comme une variable, A'-(T) sera une fonction holo- 
morphe de T pour tous les points T situes au-dessus de 1'axe des 

i x' 

quanlites reelles; or le rapport est represente par un tel point, 

tant que x apparlient au plan (s); ^ 2 (T), quand on y regarde T 
z'x' 

comme egal a ? est done une fonction (de fonction) Jiolornorphe 
x 

(X/\ 
) est egal a x quand x est reel compris enlre o et i ; 
^ / 

(i\ l \ 
} = x subsistera pour toutes les valeurs 

de x appartenant au plan (). 

o25. Nous avons obtenu une solution de 1'equation en T, 
. A . . , . i\' . , 

A* 2 (T) = x, a savoir T = ; nous nous proposons maintenant de 

les avoir toutes. Et d'abord, des qu'il y a une solution, il est bien 
evident qu'il yen a une infinity si a, i, c, a? sont quatre nombres 
entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas i 
du Tableau (XX ), on a, en effet, comme il resulte du Tableau 
(LXXX 5 ) dans le cas i, 



de sorte que, si a, d sont des entiers impairs et 6, c des entiers 

pairs tels que Ton ait ad 6c~i, le nombre T est, en mme 

temps que le nombre T, solution de 1'equation /: 2 (T) x. Mais 
n'y en a-t-il point d'autres? 

Nous avons rappele que la fonction y ~ sn( u | T) de u et de *: 
v^rifie 1'equation diff^rentielle 



la fonction = sn 2 (w |T) v^rifie done manifestement liquation 
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difierentielle 



II en r<5sulte que, si T< et 7 2 designent deux solutions de 1'equa- 
tion A- 3 (7) = x, les deux fonctions sn 2 (z;|T,), sn 2 (z/[T L >) de la 
variable u verifieront necessairement la mine equation clifferen- 
tielle 



mais alorsces deux fonctions sn 2 (?j T,), sn 2 (w |t a )dela variables 
sont necessairement identiques. En effel, on sait que la fonction 
sn u est developpable en une serie de la forme 

au + bit* -H- cu* -f- . . . ; 
la fonction sn 2 z/ sera done developpable en une s6rie de la forme 



or, comme il est bien aise de le voir, 1'equation differentielle pre- 
cedente determine sans ambignite les coefficients A, B, C, * . . de 
ce developpement en fonction de x seulement, 

A la v&rite, la demonstration ne s'applique que dans le do- 
maine de convergence de la serie en u*] mais, comme deux fonc- 
tions analytiques de u ne peuvent coi'ncider dans une portion du 
plan sans comcider partout, notre assertion n'en est pas moins 
evidente. 

Les deux fonctions sn 2 (z^JT 1 ), sn*(u\-i: 2 ) de la variable u etant 
identiques admettent videmment les m^mes zeros : les norn 
bres (*) am^^J + am^zK 7 ^) sont done les memes dans leur 
ensemble que les nombres 2m 2 K(T 2 ) + am^zK^Ta) en suppo- 
sant que m^ m' i? m^ m^ soient des entiers; c'est^a-dire que Jes 
nombres K(-c i ) ? z"K'(T 4 ) doivent etre equivalents aux nombres 
K(T 2 )? ^K 7 (7 2 ); ils ne peuvent Stre que proprement Equivalents, 
puisque les coefficients de z" dans les rapports 



() Voir Tome II, p. a85, fig. 
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sont de mime signe; en d'autres termes, 11 existe quatre entiers 
#, 6, c, d lies par la relation ad be = i , tels que Ton ait 



K 



D'ailleurs la fonclion sn 2 (w|t 2 ) devient infinie, ou gale a un, 
quand on suppose u egal a i'K/(i;a), on a K(7 a ); il doit enetre de 
mmede la fonction sn 2 (z/ 1^) qui est la meme fonction de wque 
sn 2 (&|T 2 ), quand on y suppose u gal a cK(T 1 ) + rfz"K'(t l ) ou a 
aR(^) + fti'K^^); on en conclut Lien aisement, par les for- 
mules (LXXII), quec et& sont pairs, a el d impairs. Si ^ est une 
solution de Fequation x = A" 2 (T), toute solution de cette equation 
est done de la forme 



ou a, 6, c, rf sont quatre nombres entiers qui satisfont aux condi- 
tions du cas i du Tableau de formulas relatives a la transforma- 

tion lin^aire. Or T, = est une telle solution; les nombres de- 
finis par la formule 



ou a, bj c : d ont le sens que 1'on vient de rappeler, et ceux-la 
seulement, v^rifient done (^) Pequation /c 2 (?) == ^- 

S26. Cherchons maintenant toutesles fonctions analjtiques de 
la variable x qui, mises a la place de t, changent identiquement 
/c 2 (T) en x. Designons par x une valeur de x ou 1'une des foncv 
tions analvtiques cherchees soit reguliere; la valeur de cette 



( a ) Si Ton demande seuleraent les nombres T qui vdrifient liquation A: a (T) = it 
ct pour lesquels la fonction sn.(u \ T) est la meme fonction de u, en rejetant ceux 
pour lesquels la fonction sn(w | T) est remplace*e par sn(w ] T), on voit aise'- 
ment, en s'appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres 
de la forme 



ou a et d sont congrus d i, modulis 4 tandis que b et c sont des nombres pairs 
choisis parmi ceux pour lesquels on a ad- be = i, et ceux-la seulement, qui r6- 
pondent a la question. (Gf. SGHWARZ, Formules, p. 3i ) 
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fonction pour x = x peut Stre raise d'apres ce qui precede sous 
la forme 



t = 



ou a, 6, Cj d sont des nombres determines choisis parmi ceux du 
cas i du Tableau (XX G ). La fonction de x 



ax(x) + fo'x'(x) 

se reduit a T O , pour x = x , et verifie identiquement 1'equation 
7c 2 (T) = x. G'estla seule fonction de x, regulire en x 0) qui sa- 
tisfasse acette double condition; en efiet, une telle fonction est 
entierement determinee, puisque Pequation A" 2 (r) =^x determine 
sans ambigui'te les valeurs, pour x = 3to, de toutes ses derivees. 

527. D'apres ce qu'on a dit au n 520, on obtient une solution 
des Equations (a) en prenant une solution de 1'equation x A S (T), 

par exemple la solution T= en choisissant arbitrairement 

x 

une determination de y/ej s 3 , puis en faisant 



ou, ce qui revient au mme, 

x 



003==; 



VSl 3 V l 3 

on a alors, comme on 1'a vu au meme numero, 



S28. On peut sans peine d6duire toutes les solutions des equa- 
tions (a) d'une solution coj, co 3 ; en effet, une seconde solution 
to,, a>' 3 conduirait a la meme fonction pu que la solution o> lT 
co 3 , puisque les deux fonctions verifieraient la meme Equation 
differentielle et comporteraient les memes d^veloppements en 
sfrie. Les deux fonctions p(u \ w { , 0)3), p(u \ co^ co' 3 ) ^tant iden- 
tiques, les r6seaux des parall^logrammes de priodes coincident : 
on en conclut que les nombres co'^ , (o' 3 sont proprement ou impro- 
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prement equivalents aux nombres o><, co 3 ; en d'autres termes, 
toutes les solutions des equations (a) sont donnees par les for- 
mules 

di\! 



ou #, fcj c, rf sont des entiers assujellis a la condition adbc~i. 
Les fonctions analytiques de Y 2? YS ( l ue d^finissent les formules 
precedcntes sont d'ailleurs les seules qui, mises a la place de u> i7 
o) 3 dans les seconds membres des Equations (a) transforment ces 
equations en identites. Le probleme propose est done resolu. 

529. Revenons maintenant a Tequation k*(t) = x et a ce fait 
essentiel que, en supposant le point x dans le plan (S), elle se 



transforme en identite quand on y remplace T par ~- } nous allons 
reunir ici quelques consequences de cette proposition, conse- 
quences qui nous serons utiles plus lard. 

Tout d'abord on a, en attribuanl a ^/x ? /i x les significations 
qui ont te specifiees au n 523, 




* o 



?a o 



en effet, pour chacune des deux egaliles, les quatriernes puis- 
sances des deux membres sont egales, en vertu de 1'egaiitS 

x = A' 2 ( j et, pour chacune des egalites , les seconds membres 

sont, comme les premiers, positifs lorsque x est positif etplus 
petit que un; I'egalit6, ^tablie pour ces dernieres valeurs de x ? 
subsiste dans touL le plan (8), puisque les diverses fonctions que 
Ton consid^re sont holomorphes dans ce plan. On peut <5crire 
encore 




Des relations (XL 4 ) on a d6ja deduil au n u 173 la relation 
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// z'x' 
A' ( 

est egal a \/'i x, on a done, dans toutle plan (G), 



i \/i > 



I +- V I X 



T'J 



En se reportant a la lormule (XXXVI^), on en conclul 
fegalite 



(GXIX.) 



I VI X 2 



ou, dans le second niembre, on suppose que q~e est remplace 



par 



L' expression - 



4/ 
-/I 



qui est ^videmment une fonction bo- 

lomorphe de x dans le plan (S), jouera un grand r6le dans les 
calculs numeriques; nous la repr^senterons par [3. Observons que 
sa valeur absolue est plus petite que i, car, la partie reelle do 
yi x etant positive, le point \/\ x est a une distance moindre 
du point i que du point i, et le rapport de ces deux distances 
n'est autre chose que la valeur absolue de j3. 

530. On a de m6nie 



(CXIX.) 



En efiet, lorsque x est positif et plus petit que un, Fegalite 
x = A' 2 (T) entralne les egalit^s 



puisque R(T) et X, d'une part, K'(T) et x f de Tautre sont alors 
repr^sentees paries m^mes integrales definies; mais, quand on 

regarde T comme egal a ~, K(t) et R'(t) sont, dans le plan(G), 
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des fonctions (de fonclions) liolomorphes de x; les egalites sub- 
sistent done dans lout le plan (G). 
DC la relation 



l**(o 



on deduit, en dtfsignant par y/x la racine carree de X dont la 

''Z 
partie reelle est positive, et par i / ~ la racine carree arithna^tique 

de-, 
i 

(GXIX 7 ) t/x - I/ ^ 

en efFet, les deux membrcs qui sont des fonctions holomorphes 
de x dans le plan () sont positifs quand x est positif, plus petit 
que tin, Cette egalite, jointe aux prec^dentes, donne les relations 



(GXIX;) 






Tl 



d'ou, a cause de la relation (XXX VI 5 ), 
(CXIX 7 ) a ^ ^^i(^) J - Sri o 



531. La premiere formule (XL,) donne immediaiement, en te- 
nant compte des formules (XXXVIIj) et (LXXI 3 ), 



= J SrJ(o| T, [n- v/A'it >? 



Voyons ce que devient cette galit quand on y remplace T 
par ^ X et x' etant les fonctions holomorphes pr6cedemment 
defmies de la variable x qui est assujettie & resterdans le plan(S). 
La fonction ^ 2 (^) se change alors en x; A 2 (4?) se change done 
(CX1X 5 ) en 



I4- \l^ 



1 86 CALCUL INTEGRAL. 

quantite qui, comme nous Taverns vu, est en valeur absolue plus 
petite que i. Designons aussi par X, ce que devientx quand on y 
remplace x par x, : a la verite ^ pent Stre negatif et se trouver, 
par suite, sur une coupure du plan (5); Xj n'en est pas moins d<5- 
fini puisque Ton a vu que la coupure pratiquee le long de 1'axe 
des quantites negatives n'interesse pas X qui est defini dans tout le 
plan (T). 

Le dernier membre de Fegalit^ a transformer devient manifcs- 

tement 



4 

Pour voir ce que devient le premier membre, plagons-nous 
d'abord dans Je cas normal ou -. est r^el et positif ; x~ /f 2 (T) est 

alors reel, positif et plus petit que i, et il en est de mme de 
$* = k*(4 f c)i il est done clair que dans le cas normal x< estegala 
comme X est egal ^ K(T). On a done, dans ce cas, Tegalitc 



D'ailleurs, quand xreste dans (5), J3 4 reste dans (T); X< est done 
une fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifeste- 
ment de meme du second membre de FegalittS pr^cedente; cette 
egalite subsiste done pour toutes les valeurs de x qui appartien- 
nent au plan (6). 

En ecrivant x(x) au lieu de X, c'est-a-dire en regardant X comme 
un signe fonctionnel indiquant une operation a effectuer sur le 
nombre x ? on pourrait ecrire le r^sultat precedent sous la forme 



En se rappelant que K'(4<r) est egal a 4^K(4T) comme K. ; (T) 
est egal a iTK(7), on deduit de Tegalite (a), la suivante 



En d^signant par x' f ce que devient x' quand on y remplace x 
par P 1 , et en raisonnant comme tout a Theure, on verrait que ? 
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dans le cas normal ou - est reel et positif, cette 6galite devienl, 






lorsqu'on y remplace T par - 



mais celte egalite ne subsiste pas dans tout le plan (G) parce que 
la coupure le long de 1'axe des quantites negatives interesse Tin- 
tegralex'. 

532. Pour ce qui est de la solution des equations (a), ou ^. 
e 2 , s ft sontles donn^es, solution qui est fournie paries formules 



nous avons fix6 arbitrairement la signification de \/& { 3j sans 
rien dire de y/S| e 2 ? v/62 3? convenons de prendre 



les radicauxy/e^ e 2 , \je%e$ comcideront alors respectivement 

^! (?3 coin- 



aveclesradicauxy/ei e 2 , \Aa~-- e 35 onsait d^j 
cide avec / e 1 e 8 



Choisissons pour ^/< e 3 celle des racines carries de ^EI e jt 
que Ton voudra, et prenons, en conservant pour \J\ la determi- 
nation spcifiee plus haut, 

(CXIXg) ^=^=; 



a cause de la formule (XXXVI 3 ), on aura alors \/e^ <? 3 = y/e< 3 
Determinons enfin les valeurs de \A, e s , ^3 23 P ar l^ s condi- 



tions 



(CXIX 9 ) Vsi sj = ^-53 {/i^ 

et les valeurs de \ 

4 
de 



e$ coi'ncideront avec celles 
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II. Etude de Tintegrale f - , ? . : consideree 

/ i/ T v sin^ cp 

t/Q V ^ T 

comme fonction de x. 

S33. Nous aliens maintenant eludier de plus pr6s les fonctions 
de x, 



, 

'r~~ d* 
x= / - l 

/ /i 3tbii^p 



i (i x) sin-ci 



que nous designerons aussi par x(x), X ; (x) = x(i x). Ces deux 
fonctions sont (n S24) holomorphes dans le plan (6) ; la premiere 
est holomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (I 7 ). 

En supposant que x appartienne a (T) et que le cercle decrit 
du point x comme centre avec un rayon egal a [ h\ n'atteigne pas 
la coupure de (T), on peut ^crire 



/ r - 1 / h si 

I/I 3CS1U S 0|/ I 

1 y i x 



y. sin 2 cp 

en conservant a tous les radicaux le sens present au n 523 ; les 
deux membres sont, en effet, certainement egaux au signe pr&s 
et les signes sont les memes pour les petites valeurs de A; l^galite 
subsiste done tant que les deux membres sont des fonctions holo- 
morphes de h. En developpant la quantity 



par la formule du binome, et en integrant entre les limites o et -, 

2 
on Irouve 



a 2.4 

ou Ton a pose 



1 /*^ sin 2ft 9 dv 
J ^ / - fe+I" 

J (i-xsm2cp) * 
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II est ais d'obtenir pour les integrales 3 fl une formule de re- 
duction. En integrant entre o et - les deux membres del'egalite 

d \ -?ii ] 

y- [(I~xsin 2 cp) - sin 2 "- 1 ^ cosfj 

2tt + 3 

= (27i + i)x(i xsin 2 <p) 2 sm 2/i o(i bin 2 cp) 

2n-H 

-4-(2#--i) (r xsiu 2 oj 

2 ft + i 

(i xsin 2 cp) - si 
on trouve 



= 



/ -\ '~ n f* 




-t-(an-i) 



D'ailleurs, on reconnait sans peine que les deuK integrales qiu 
figurent dans le second membre sont respectivement egales a 
xJ + , + J, xj, 2 + J//_i ; on en conclut l^galite 



i i)J/z-i = o. 



J n'est autre chose que X;les fonctions suivantes J 1 , J 2 , J 3 , . . . 
sont, a des facteurs numeriques pres, les derivees successives 
de X; la relation pr^cedente n 7 est done pas autre chose qu'ime re- 
lation lineaire entre trois derivees consecu lives de X; en parti- 
culier, si Ton suppose 71=1, on trouve que X verifie liquation 
differentielle du second ordre ( f ) 



534. Cette equation ne change pas, comme on s'en assure ira- 
mediatementj quand on change x en i x. 11 en rdsulte que X'(x) ? 
qui n'estautre chose que x(i x), verifie aussi Pequation (y). 

(^ M. L. Fuchs (Crelle, t. 71, p. 91) a le premier applique* les proprietes des 
Equations diffdrenticlles lin^aires a l^tude des modules de pe'nodicite' des fonc- 
tions hyperelliptiques, et, en particulier, a 1'^tudede la fonction que nous de"si- 
gnons par x. 
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Le fait que cette equation (y) ne change pas quand on y change x 
en i x n'est pas isole; elle ne change pas non plus quand on 

change x en - ou en '^ I et y en /\/ x ? ou encore q u & n d on 

5C X 

1 * T / " 

change x en ou en el r en y\J i x. 

b x i i x ^ v 

Si, par exemple, en d^signant par ^ une fonction de la va- 
riable x j; on pose 



X 

Xi = j 



X 

/ sera une fonction de x qui s'obtiendra en remplagant x i par - 

dans r t et en divisant le r^sultat par y/i x; on aura dans ces 
conditions 



pus 



= fl^.(* - I) I X(x - 



et Ton voit ainsi que, si la fonction y^ /(#,) annule identique- 
raent le premier membre, la fonction 



annulera identiquement le second. C'estla proposition annonc^e 
dans Pun des cas. 

835. Quoique cette verification suffise a notre objet e.ssentiel, 
nous voulons indiquer 1'origine des proprietes de cetle nature. 

Observons d'abord que, si Ton regarde T comme 1'une quel- 
conqtie des fonctiong; analytiques de x definies par 1'equation (P), 
x~ a (T), le fonctions K(T), K ; (T) regardees comme des fonc- 
lions de x, vdrifienl Fequation (y) : en effet, ces fonctions sont 
(n 52S) des combinaisons lineaires i coefficients constants 
de X, x'. 
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Considerons mainlenant, outre 1'equation ((3), Fequation 



et supposons que T et t { soient des fonctions analytiques g(x), 
#i(xi) qui verifientces equations; les fonctions K(T), K'(T) d'une 
part, les fonctions K^), K/(T<) de 1'autre verifieront respecti- 
vement 1'equation (y) et Tequation 

(T.) 



Si, maintenant, en designant par a, {3, y, o quatre nombres en- 
tiers dontle determinant ao J3y soit positif, on etablit entre T 
et TJ la relation 



cela revient a etablir une relation entre x et x t , a savoir 



, _ ou .- 

/,< = A 1 * I - p: - - - I j OU / = .- s - r - - - , 

J' 



nous representerons, pour abreger, ces relations par xj =:/(x), 
x == F(x 4 ). On a d'ailleurs 



K(in) ~~ aK(T 

et, par suite, en designant par 5 une fonction convenable de T, on 
peut poser 



il resulte de la que les quantites jsK(T), sK 7 ^), qui sont evi- 
demment des combinaisons lin^aires a coefficients constants de 
K(^), K. 7 ^), si Pony regarde T comme ^gal a *[F (*<)], v^rifieront 
1'equation (y 4 ); en d'autres termes si, dans cette equation, on 
commence par faire le changement de variable et de fonction 
defini par les relations 



ou dans z, T doit etre remplace par g(x), elle se transformera en 
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une nouvelle equation da second ordre qui admettra les mmes so- 
lutions K(T), K'(7) que liquation (y); la transform^ sera done 
identique a cette equation (y). Gela revient a dire que 1'equation 
(y ) se change en elle-mfime quand on y change x en /(*), y en 57. 
Or, si Ton suppose que les entiers a, (J, y, 8 verifier) t la rela- 
tion ao (iy = i, on trouvera dans le Tableau (LXXX 5 ), suivant 
les six cas possibles, que la fonction /(x) peut avoir les six 



formes x, r ^ ,- ^- i x, 7? auxqueJs correspondent, 

*/, ~~~~ i y I ~" /C /C 

d'apres les formules (LXXX 3ji ), les valeurs de z donn^es par la 
formule 5= ~> c'est-a-dire i, y/i x, y/x, v/i - x, r, \/x. On n'a 
pas tenu compte pour ecrire ces dernieres valeurs du facteur ( i) 
qui figure dans les cas 4 et 5, ce facteur n'offrant aucun intent, 
puisque toute solution d'une Equation lineaire pent elre multiplier 
par une constante arbitraire. 

On obtient ainsi les resultats m^mes que nous avions annonc^s 
et dont le-lien avec la theorie de la transformation lineaire appa- 
rait clairement. 

On voit de la m^me facon, en se reportant au n531, que 
Pequation (yj ) se change dans liquation (y) quand on y fait le 
changement de variable et de fonction ddfini paries formules 

V/I x V t r i/ -|2 i i ) 



.=r'~fEZ] 



(*) C'est maintenant un probleme qui se pose naturellement que de cliercher 
a determiner les fonctions z et/ de %, telles que 1'equation (yj se change daus 
I'equatioa (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction de"fim 
par les equations 

r,= *y> *=/ 

Nous nous bornerons aux indications suivantes : 

En de"signant par des accents les de'rive'es prises par rapport a it, on trouve 
immediatement les conditions 




la premiere donne, en integrant, 



C est la constante d'int6gratiori. En portant cette valeur de 5 dans la seconde 
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Observons aussi que 1'equation differentielle (y) appartient au 
type de 1'equation, etudiee par Gauss, que verifie la serie hyper- 
geometriqne (') 



= i H -- -x-[- 



dans le cas ou Ton suppose a {3 =- -i y i. A ce point dc 
vue, les proprietes relatives au changement de x en r"_r"' r j 

-7? i x, ; ne sont que Fapplication a ce cas particulier de 
proprietes connues de cette equation. 



536. Nous allons chercher la solution generale de 1'equation 
difFerentielle (y). D'apres les principes que nous avons rappeles 
dans ^Introduction, on salt que, si 1'on considere un point x 0? 
autre que les points 0,1, il existe line fonction de x, verifiant Pe- 
quation differentielle (y), fonction qui est holomorphe dans toute 
aire limitee par un contour simple ne contenant ni le point o, 
ni le point i, qui, enfin, si Ton se donne deux nombres arbi- 



equalion, on irouve, pour determiner/, Tequation difTercntielle du troisieme 
ordre 



en remettani ^ a la place de/ et en ne spe'cifiant plus la variable inde'pendante, 
cette Equation se met sous la forme 



En remplacant respectivement x, x, par A- J , ^ J , on met cette equation sous la 
forme que lui a donntie Jacobi 

dk frl] - 3 



On n'aurait aucune peme a former aussi liquation differentielle que verifie z. 
Le lecteur reconnatira sans difficulte que c'est 1'equatioa diffe"rentielle du troi- 
sieme ordre que doit verifier le quotient de deux solutions quelconques de li- 
quation (y). 

(') Voir, par exemple, la These de M Goursat (Annales de V 6 cole Normale 
superieure, 1881 ; supplement au tome X). 

T, el M, - III. i3 
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trairesyoy/o sereduitay pourx x , tandis que sa derivee, au 
mme point, est egale ay^. 

D'apres cela, si x apparlieul au plan (S), il y aura une solution 
de Pequation differentielle (y), holomorphe dans ce plan, qui, 
pour x=rx , se reduira, ainsi que sa derivee, a des valeurs arbi- 
trairement prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, 
pour x = x , la fonction X et sa derivee, ou la fonction X / et sa de- 
rivee, cette solution holomorphe dans le plan (S) ne sera autre 
que la fonction X, ou la fonction \'. 

Nous d^signei'oas, dans ce qui suit, par C , C< les cercles de 
rayon un decrits des points o, i comme centres, par D leur corde 
commune; par (C ), (C,) les regions int^rieures, par (C' ), (G' 4 ) 
les regions exterieures aux cercles C , C^ , par (Do), (D^ les deux 
demi-plans, separes par la droite D, qui contiennent respective- 
ment les points o, t ; pnis par (C C { ) la region commune aux deux 
regions (C ), (G<); par (CoCjDo) les regions communes au\ 
trois regions (C ), (Ci), (D ); ---- 

Si 1'on cherche a verifier 1'equation diff^rentielle (y) par une 
serie de la forme a Q + a { x H- a* x 2 -t- . . . -I- a n x w + . . . , on trouve 
de suite, en substituant, puis egalant a o le coefficient de x 72 " 1 , 
la relation 

(2n) 2 a= (*/l 0**-l (^!' 1 )- 

On en conclut que, si Ton pose 

/i\ 2 ' ri-^^--fa/i-F)ls 

a = i, a 1= -), ..., a /l= = - - - - , 
\a/ L 24. 6. ..2/1 J 

la somme de la s^rie 

(GXXj ) l(x; = a -h a^ -(-. . .+ a /t x-t- . , . , 

dont le cercle de convergence est manifestement (C ), v^rifiera 
Tequation difFerentielle (y). On voit de plus que toute solution 
de cette equation, holomorphe dans (C ), se reduit a la fonction 
^(x) multipli^e par une constante. 

On trouve une seconde solution de i'equation differenlielle (y), 
en posant 



u.(x) est une fonction inconnue que Ton va determiner tout a 
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Fheure; les theories de M. Fucks sur les equations difFerentielles 
permettent de prevoir que la fonction p,(x) sera holomorphe 
dans (C ); quant au coefficient 4 il a etc simplement introduit 
pour la commodite des calculs. Quoi qu'il en soit } en portant la 
precedente valeur dans Tequation differentielle (y) et en tenant 
compte de ce que X(x) est une solution de cette equation, on 
trouve immediatement, pour determiner t u(x), la relation 

(Y 1 ) 4x(x-i) f i'(x)-l(i-.ax) f i'(x) + ji(x) = -a(x-[)X l (x)-l(3c). 

Si Ton essaye de satisfaire a cette relation par une serie entiere 
de la forme a^b + a { b { y. + . . +a n b fl x n -t-. . ., ou les a tl sont 
les coefficients deja defmis, qae Ton introduit ici en vue de re- 
duclionsulterieures, on trouve, en ^galant dans les deux membres 
les coefficients de x 72 "*, la relation 



on en conclut que si Ton pose 



1 T r 

H- 7 

2 o 4 



la somme de la s&?ie 



dont le cercle de convergence est evidemment (C ), v^rifiera 
Fequation differentielle (y). 

On voit done que toute solution de liquation differentielle (y), 
en particulier les fonctions X, x', pourra dans (C ) se mettre sous 
la forme 

(CXX t ) A. X(x) + B[4 j*(x) + ) (x)Iogx], 

en designant par A, B des constantes convenables. 

537. Avant d'aller plus loin, nous ^tudierons de plus pr&s les 
fonctions ^(x), p.(x) de maniere a obtenir des valeurs approch^es 
de ces fonctions, en supposant x| <^ i. 

La formule de Wallis fournit, pour toul entier positif n, les 
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inegalites ( ! ) 



On pourra done poser 

T -2 / i i 



et Von aura l^galite 

(CXX 3 ) X(xi = n-i 



ou e(x) est une s^rie entiere en x, a coefficients tons positifs, que 
Tonpeut ecrire sous la forme 



et dont la somme est, par consequent, moindre en valeur absolueque 



ensereportantalavaleur 0,698147... du logarilhme nalurel de 2, 
on voit que Ton a 

( \ l -" 2 I 
; 1 ^ to I 

Posons de meme 



En faisant^?= - dans la formule (I,), on trouve de suite 



1C 

!=:! 



oil Ton a pose" 

P - 

~" 



Co a d'ailleurs, pour tout entier positif A-, * < i, > r. 
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Tegalile 



7i~t n = i n-i 

entraine la suivante 

(CXX 3 , ^x^- 



ou TJ (x) = V 't\ n K n est une serle entiere en x dont les coefficients 



sont tous positifs; on a d'ailleurs 



et des inegalites 



on deduit ensuite 



Ces expressions fournissent des valeurs d'autant plus appro- 
chees de X(x), jx(x) que la quantite |x | est plus petite. On obser- 
vera d'ailleurs que 



qui est la seule fonction dont dependent les expressions appro- 
chdes de X(x) et de |x(x), est une fonction holomorphe de x dans 
(C ); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire 

a celui de i dans x; il est compris entre -- et - 

La partie reelle de A(x) s'obtient en retranchant la partie r^elle 
de e(x), qui est moindre en valeur absolue que -, de la partie 

reelle de i -- log(i x), quantit qui daus (C ) est toujours 
sup^rieure a i ou a ^; cette partie reelle est done plus 
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grande que ; elle ne s'annule done pas dans (C ), non plus que 
X(x). On trouverait sans peine que le coefficient de i dans ^(x) est 
moindre, en valeur absolue, que ^. Le coefficient de i est moindre 
en valeur absolue que dans TJ(X) et que ^ dans JJL(X). 

538. Puisque X(x) ne s'annule pas, le rapport p~ est, dans le 

cercle (C ), developpable en une serie entiere en x; il importe de 
demontrer que les coefficients de cette serie sont tons positifs, 
qu'elle reste convergente pour x i et que sa somme est alors 
egale a log 2. 

Tout d'abordj des equations differentielles que v^rifient X(x) r 
[x(x), equations qui pen vent s'ecrire 



on tire aisement 



puis, en integrant entre les limites o et x, et en divisant par 



(l) 4 |^ = _I 



Cette egalite montre ; en passant, que, si xaugmente par valeurs 
r^elles de o a i, ^~ va toujours en augmentant; en effet ? on a, 

A(X) 

dans ces conditions, 



puisque le coefficient de x" dans le d^veloppement de X(x) est le 

carr^ du coefficient de x 72 dans le developpementde l > coeffi- 

V/i x 

cient qui est moindre que un : la deriv^e du rapport -777 est done 

A(JC) 

positive; ce rapport croit de o a log 2, limite vers laquelle il tend 
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quand x tend vers i, comme il resulte immediatement des valeurs 
approchees de X(x), JJL(X). 

L'egaiite (s) montre quele developpement de y~^ s'obtiendrait 

A(x) 

aisement si Ton avail celui de ^- ; cherchons d'abord celui de 

( * j 
X 2 (x). EQ formant Fequation differentielle lin^aire que verifient 

les carres des solutions de liquation (y), on trouve sans peine 

i-sx T - 7 x+- 7 x* , j- ax 

x(i-x) ' xi(i-x)* ixs(i x) 

et, si Ton cherche a verifier cette equation par une solution de la 
forme a + a i x -h a 3 x 2 H- . . . , on obtient aisement la relation re- 
currente 



qui, avec les conditions a i^ i, a< = -? determine completement 
les coefficients a 7J du developpement de 5, 2 (x). Tous ces coeffi- 
cients sont nianifestement positifs, et ['equation recnrrente 
montre, en raisonnant par induction, qu'ils vont en decroissant; 
il en resulte que la fonction 

(i X) )v 2 (X) =r IH- ( ! J)X -'-. . . -f- (a,, art-i 



est de la forme i J3 1 x J3 2 x 2 . ,. , tons les coefficients |3 
Pa, - . . 6tant positifs. Si Ton se reporte a la valeur approchee de 
X(x), on voit que 7 lorsque x tend vers un ? (i x)l 2 (x) tend 
vers o; il faut done, lorsque x tend vers un par des valeurs posi- 
tives, que f^x-h j3 2 * 2 -}-- . . Lende vers un, ce qui, puisque tous 
les p sont positifs, ne peut avoir lieu sans quelaserie $\ + $2+--- 
soit convergente et ait une somme 6gale a un. II en resulte que 
pour tout point de (C ) la valenr absolue de p<x+ p 2 x 2 + ... est 
moindre que un, et 1'on peut 6crire 



le second membre est d^veloppable en une s^rie ^ coefficients 
positifs; il en est de mme de 4 -7- rr-: ^ dc ^7 ' ^ a is, quand 
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/ tend vers i, ce dernier rapport tend vers log'ij il faut done quo 
la serie qui le represente soit convergente pour x : - r, et ait urie 
somme egale aloga. 

Tous les coefficients de la serie qui represente * ~ soul evi- 
demment rationnels. 

o39. Puisque Pequation differenticlle (y) ne change pas quand 
on change x en i x, il est clair que, dans 1ft cercle (Ci), elle ad- 
mettra les solutions 

X(i x), 4 V-(i x) -4- X(i x)log(r x). 

Les deux cercles (C ), (Cj) ont une partie c.ominune (C Ci), 
qui appartient tout entiere au plan ($). Nous adopterons, pour 
cette region, les determinations de logx, log(i x) qui ont ete 
precis^es au n S23; en particulier, si x est r^el (compels entrc o 
et i) les logariihmes seront reels. Dans cette mme region les so- 
lutions qu'on vient d'indiquer doivent tre des fonctions lineaires 
a coefficients constants des solutions X(x), 4 p-( x ) -h ^( x ) logx qui 
conviennent a la meme region, c'est-^-dirc qu'on doit avoir, en 
d<signant par A, B, A ; ? B' des constantes, 

X(i x) = A X(x) -r B[4 [A(X)H- X(x) logxj, 

4 |i(i x) -r X(i x) log(i x; - A' X(x) -+- B'[4 f*(x) -h X(x) logx]. 



Nous d^terminerons ces constantes en supposant x r^el. En 
rempla$anl, dans ces identites 3 X(x), JJL(X), X(i x), UL(I x) par 
les expressions du n S37, elles prennent la forme 



oua(x) et ^(x)designent des fonctions de x dontles valeurs abso- 
lues restent inferieures & des n ombres fixes quand x s'approche 
de o ou de i, comme il est ais de le voir en se reportant aux li- 
mites obtenues au n S37 pour e(x), TI(X) et en observant quo 
x log x tend verso avec x et que logxlog(i x) tend verso quandx 
tend vers o on vers i . 
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11 csl clair alors, en faisanL tendre x successivement vers o ou 
vers i, que les dernieres egalites ne peuvent subsister sans que 
les coefficients de logx, log(i >c) soienl nuls; on a ainsi quatre 
equations pour determiner les constantes A ? B, A', B', et Ton 
trouve 



(0 



Oa pourra, si Ton veut, resoudre les equations (ZJ) par rapport 
a X(x), 4 [*(*) -f-X(x)logx; on obtiendra immediatement le re- 
sultat en changeant dans ces equations memes x en i x. 

Ges equations sont valables tant que x reste dans la region 
(CoC 4 ); dans le cercle (Co), en dehors du cercle (C<), les fonc- 
tions X(i x), [x(i x) n'ont pas de sens. Si Ton adoptait dans 
le cercle (G ), ou les fonctions X(x), JJL(X) ont une signification 
precise, comme definition des fonctions A(i x), JJL(I x) la 
signification qui resulterait des equations () elles-m^mes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de conver- 
gence (d) des series qui les d^finissent (n os 51-S2). 

540. Les formules precedentes nous fournissent de nouvelles 
expressions des fonctions X, x'. En effet, x etant une fonction ho- 
lomorphe dans le cercle (C ) ne peut diflferer que par un facteur 

constant de \M ; pour x = o, X est egal a - , X(x) a i ; on a done 

' 2 

(CXX a ) ' x(x;=-X(xJ. 

jti 

D'ailleurs X ; (x) est ^gal a x(i x) ou a ^ X(i x); on a done, dans 
la region (CoCi), 

(GXX,) x'(x) 

Gette derniere formule n'est ^tablie que pour la region (CoC 4 ); 
mais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, 
c'est-a-dire dans toute la region du cercle (C ) qui fait partie du 
plan (S), ou encore dans le cercle (Co), lorsqu'on y a pratique la 
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coupure qui va du point o an point i; log a sa valeur prin- 
cipale. 

541. La propriete qu'a Pequation (y) de sereproduire dans les 
conditions qui ont ete specifiees au n 534 permet de m&me de 
deduire des solutions X(x), 4 |*(x) + l(x)logx ? valables dans le 
cercle (C ), d'autres solutions valables dans les regions (D ), (C' 4 ), 
(C r ), (Dj), et il sera ais de relier deux de ces diverses solutions 
en les comparant entre elles dans une region ou toutes deux sont 
valables. II nous suffira de considerer les regions (D ) et (D C ) 
qui comprennent le point o. 

La region (D ) est caraclerisee par la condition ^- < i ; il 

r&ulte d'ailleurs du n 534 que Tequation (y) admet dans cette 
region les solutions 

Vf^-^fr^) 1 '!? 



i r, 
/r=^ i 

La premiere fonction est reguliere au point o ; en ce point elle est 
^gale a i , si 1'on adopte pour le radical la determination qui se 
reditit a i pour x = o. On a done, aux environs de x = o, 



i x 



puisqu'une solution de Tequation (y), reguliere au point o, ne peut 
difierer de X(x) que par un facteur constant (n 536). Cette ega- 
lite subsistera dans toute la region (C D ) ou les deux rnembres 
sont holomorphes. 

Quant a la seconde solution, nous la remplacerons par la fonc- 
tion 



qui n'en differe que d'un certain nombre impair de fois 
et qui, par consequent, verifie aussi Fdqua- 

A A J ' T. 



tion (y).Dans la moitie du plan (S) qui fait partie de la region (D ), 
F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour 
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log -~ ~ et ^i x les valeurs (principales) specifiees au n 523. 

Envisageons, dans la region (C D ), modifiee par la coupuredu 

plan (5), la solution F(x) 4 u- (*) ^(x)logx de Fequation (y). On a 



+ f-^ X (~) log JL -_X(x)Iogx] ; 
Lv/i >t v^^ 1 / I--* j 

le second membre, si Ton tient compte des egalit^s 

lo gr; -=Iogx-Iog(i-x), 





/I X 

se reduit a 



- X(x) log(i-x); 



cetLe quanlite est done une solution de 1'equalion (y) : elle est 
reguliere an point o, s'annule en ce point; elle est done identi- 
quement nolle dans la region (G D ). Par suite, dans la region 
(C D ), modifiee par la coupure du plan (5), on a 



Les deux Equations (r,) permettent d'exprimer les fonctions 

/ X \ / X \ 

)v( - ] UL ( - aumoyen des fonctions X(x), UL(X). ou inver- 
\ x i / i \ x i / J \ Ji i \ n 

sement, etde continuerles premieres fonctions dans toutle cercle 
(Co), ou les fonctions ^(x), p.(x) dans toute la region (D ), a 1'ex- 
ception des coupures. II est ais^ d'en conclure d'autres formules 

de passage, en changeant % en i x, puis x en -; mais nous nous 

bornerons & ^tablir les formules de ce genre, pour les fonctions 
x(x), x'(x), qui sont notre objet essential. 

S42. Observons d'abord que, si 1'on veut, par exemple, relier les 
fonctions x(x), X r (x) aux fonctions X (^-j]> ^(~;}> ^ con " 

vient de rester dans une region ou toutes ces fonctions sont holo- 
morphes : les deux premieres sont holomorphes quand le point x 
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X 

reste dans le plan (S) ; les deux secondes, quand le point ^~ reste 

dans cemme plan: les quatre fonctions serontdonc holomorphes 
si Fonassujeltit le point x a rester soit au-dessus, sott au-dessous 

de i'axe des quantites reelles : car alors - ~ sera imaginaire 

X 

comme x; mais, si x etait rdel compris entre o et i, -_^- serait 
reel, negatif, done figurtS par un point situe sur une coupure de (g). 
La m&oie observation s'applique aux nombres -,- i x, 
~] si x reste soit au-dessus, soil au-dessous de Taxe des quan- 
tites reelles, les fonctions x(x), X (^-} > X ( - ) , X ( ^ ) x( I x), 

yx 1 1 \x/ ^ f- / 

xf L. ), x f (x) XM ) resteront toutes holomorphes. II 

Vi x/ x ; \i x/ 

convient d j observer encore que le coefficient de z a ]e m^me 
si2ne dans x, - el - et un sisrne contraire a celui-la dans 

7 I X X 



I X 

-i r x, --- 
x 7 x i 



S43. Nous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent 
et qui comportent un double signe, de prendre le signe superieur 
ou le signe inferieur suivant que le point x est situe au-dessus on 
au-dessous de Paxe des quantites reelles. Supposons d'abord que 
le point x appartienne & la region (C D ); on aura alors, en 
appliquant les formules (CXX 2 ), 



r f * \ ! F , / * \ ~\ I * \ 

x - - ) = -- 4 Jt ( -- ) -H ^ ( -- 
\xi/ at \x i/ \y.-i/ 



-^ 
i6(x i 



dans le second membre de la derniere equation le logarithme a sa 
valeur principale; on a d'ailleurs (n 523) 



suivant que le coefficient de i dans est positif ou negatif, 

L ~~~ X 

ou, si Ton vent, suivant que le coefficient de i dans x est positif 
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ou negatif : on a done, en tenant compte des relations (TJ), 



2o 



/ X \ ^ / 

---- - _ ^-. 

\x--i / '} r 



d'ou enfin, en appliquant encore une fois les formules (GXX 2 ), 

y \ __ / -^ V __ 

~~1- ) ~ /i xx(x), x'f ; -- ) = \/i %[x'(x; tx(x'i|. 

X~~~ 1 / \ X~~~ I / 



Les deux forrnales auxquelles nous parvenons ainsi, ne sont eta- 
blies que dans la region (C D ); mais elles sont valables tant que 
les divers membres restent holomorpbes, c'est-a-dire tant que le 
point x reste soit an-dessus, soit au-dessous de Paxe des quantites 
r^elles. 

Si, dans ces formules, on change x en i x, et si Ton n'oublie 
pas que les coefficients de i dans x et dans i x sont de signes 
contraires, on trouve 



On a d'aillenrs 



X I 



x 



X 



Fioalement, on obtient le Tableau de formules qui suit, ou la 
signification du double signe a ete precisee plus haut, 

x\r Y.) ^ x(x), 



(GXXO 



= x 
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544. II est bien aise de conclure de ces formules que le coeffi- 
cient de i dans le rapport ^-r est toujours compris entre i et 
+ i , Placons-noiiSj en effet, dans le cas ou le coefficient de i dans x 
est positif. On tire alors des formules (CXX f ) 



,'(x) . 

-HZ; 



d'ailleurs le coefficient de i sera negatif dans ^; mais (n 524) 

x' 

le coefficient de 2: est toujours de signe contraire dans x et ; il 

sera done negatif dans ^r et positif dans le premier membre. II 

x'f"/") 
faut done que le coefficient de i dans 'r^r soit compris entre i 

X(X) 

et o. On ^errait de meme qu'il est compris entre o et i, lorsque 
le coefficient de i dans x est negatif. On voit encore qu'il n'est ja- 
mais nul, sauf dans le cas ou x est r^el, compris entre o et i ( 1 ). 

oio. Lorsque le point x en restant dans le plan (B) s'approche 
d\m point determine d ? une coupure, aulre que le point o oulc 
point i, x etx' tendent vers des limites determinees, puisque co 
sont des solutions de 1'equation difTerentielle (y), lesquelles peu 
vent toujours etre continuees le long d ? un chemin determine quel- 
conquene passant m par le point o ni par le point i. Ces limites 
apparaissent d'ailleurs immediatement sur les formules (CXXi). 

SupposonSj par exemple, que le point x s'approche d j un point 
x ( de la coupure de droite, en restant dans la partie superieure du 
plan (S); on aura 



- 
V/x 



( '} Dans le ra6me ordre d'idees, il est aise de demontrer le th^oreme suivant : 
Le parallelogramme dont les c6t^s sont respectivement o, x, x+ zx', z'x' est d6- 
compose en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux som- 
mets x, zx' si le coefficient de i dans % est positif, par la diagonale qui joint les 
deux sommets o, X4- i\' f si le coefficient de i dans x est negatif; lorsque * est 
positif, cotnpns entre o et i, le parallelogramme est un rectangle. 
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Les fonctions xf-jiX'f-i sont continues quand x s'approche 
de x< et tendent vers des valeurs rdelles et positives x(~]> 
X r ( - ); ~ tend vers la valeur r^elle et positive -L- 9 et Ton a 

V Xj / i/v t/y 



7-i/ 



*i 



Rien n'emp^che de regarder ces liraites comme etant les valeurs 
dex(x j ), X ; (xi) qui n'ontpas encore ete definies; les fonctions 
x(x), X ; (x) sont alors definies stir le bord superieur de la coupure 
qni va du point i a +co, en suivant 1'axe des qnantites positives; 

la partie r^elle du rapport './. Xl \ est ^ncore positive, puisque 



x( ) etxM ) sont positifs et la continuite niontre que Tequa- 
\xi/ \y.J * ^ ^ 

tion en T, A' 2 (T) x 1? est encore verifiee quand on suppose 



On peut, si 1'onveut, modifier la definition du plan (G),dema- 
ni&re a faire rentrer dans ce plan le bord snperieur de la coupure 
de droite-, mais on n'y fera pas rentrer le bord inferieur de ma- 
niere que les fonctions x'(x), x(x) soient univoques dans tout le 
plan (5). 

On voit alors, sur les deux derni&res formules (CXX 4 ), que 
si x tend vers le point x { en restant dans la moiti^ inferieure du 
plan, x(x) et X ; (x) tendent vers les limites 



La coupure de droite devient ainsi une ligne de discontinuity. 

Les monies observations s'appliquent a la coupure de gauche, 
relative aux valeurs negatives de x; mais, pour conserver la sjme- 

trie du plan ( 5) par rapport au point -> il convienl de de'finir les 
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fonctions \(x), X'(x)j quand x s'approcbe du point x^ de la cou- 
pure enreslant dans la partie inferieure dn plan; en sorte que 
pour cetie coupure, c'est sur le bord inferieur que les fonctions 
seront defmies, par example, par les formulas 



X ' (Xa)s= 

V/IX 2 



OQ fera encore rentrer le bord inferieur de la coupure de gauche 
dans le plan (B). On voit alors que, si x tend vers le point x 2 en 
restant dans la moitie superieure du plan, x(x) etx'(x) lendenl 
vers les limites 



La coupure de gauche devfentdonc, elle aussi, ligne de disconti- 
nuite, Les propri^tes etablies pourPancien plan coup6 (g) sub- 
sistent apres les modifications qu'on lui a fait subir et qui per- 
mettent de reg-arderles fonctions X, \ J comme definies partout, 
sauf aux points o et i. 

Les formules (CXX 4 ) subsistentd'ailleurspour toutes les valeurs 
de x, autres que o et i ; lorsque x est reel, il faut toutefois faire 
attention, pour les formules qui component un double signe, a 
prendre le signe superieur on inferieur suivant que x estpositif 
ou negatif et a regarder, quand x est negatif, \,'x comme 
jy xj, et quand x est positif, plus grand que un, y/i 
comme egal a i | ^/x i | . 

546. Nous allons maintenant envisagerles fonctions analjtiques 
de x que Ton obtient en continuant les series entieres qui, aux en- 
virons d'un point x du plan (5) non complete, coincident avec les 
developpements de x(x) et de x'(x). 

On voit sur liquation diff^rentielle (y) que Ton peut continuer 
ces series de proche en proche le long d'un chemin quelconque 
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ne passant ni par le point o ni par le point i, mais traversant un 
nombre quelconque de fois les deux coupures. 

Les fonctions ainsi continuees n'offrent plus, comme x(x) et 
x'(x), des discontinuites quand on traverse une des coupures, 
mais ce ne sont plus des fonctions univoques dexet elles ne coin- 
cident plus en general avec x(x) et X 7 (x). 

Pour les comparer aux fonctions univoques X(x) etx^x), consi- 
derons d'abord deux fonctions y et i Y ; de la variable x qui, aux 
environs d'un point x situe en dehors des coupures, admettent 
les m6mes developpements en serie entiere, en x x , que les 
fonctions ax+(3zx', yX+SzX 7 , ou a, [3, y, 8 designent quatre 
constantes reelles dont le determinant ao [3y ne s0 ^ P as nu '- 
Fixons un chemin quelconque (R) partant du point x et ne pas- 
sant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions Y, $V, tant 
comme les fonctions X, z'x' des solutions de 1'equation differen- 
tielle (y) pourront etre continuees tout le long du chemin (R), 
Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, 
elles ne cesseront pas de coincider avec les fonctions ax + jiz'x', 
yx + Si'x'; il resulte de I'^tude que Ton vient de faire de la 
discontinuite des fonctions X, x', quand on traverse la coupure 
o. . . oo, que Y et zY coincident respectivement, apres qu'on a 
traverse cette coupure, avec 



oil il fan I prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que 
1'on traverse la coupure en allant du haut du plan vers le bas, ou 
du bas du plan vers le haut; de meme, Y et zY, aprs que Ton a 
traverse la coupure I...+OQ, prennent respectivement les va- 

leurs 

/ , yx -h (o + 27) ix' 



ou il faut prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que 
1'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas. Par 
consequent, en un point quelconque x< du chemin (R) les fonc- 
tions Y, zY peuvent etre represents par des expressions telles 
que ax + 6zx', cx + rfz'x', ou Ton rappelle encore que X, x' sont 
des fonctions univoques et ou les coefficients a, 6, c, rf, dont le 
T. et M. - III. 14 
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determinant ad be est gal a aS -~ Py, dependent de a, p, y, 3 
et de la fagon dont on a iravers^ les coupures; les differences 
#__ a? 6__P ? c y, d 8 sont des fonctions lin^aires de a, p, 
y, S dont les coefficients sont des entiers pairs. 

547. Si Ton voulait se replacer au point de vue des n os 147, 
148, 149 et envisager a, p, y, o comme les coefficients d'une 
substitution 

Q / P\ 
S = I ) 

VY s/ 

permettant de passer des nombres X, i'x' aux nombres Y, i Y', on 
pourrait dire que 1'effet du passage par une coupure consiste a 
multiplier la substitution S par Tune ou 1'autre des substitutions 

T 2 , V* 2 du n 148; en sorte que la substitution ( a \ s'obtient 

\CCLJ 

en multipliant S par un produit de puissances paires, positives ou 
negatives, des substitutions T, S. Un tel produit est ^videmment 
une substitution lineaire appartenant au premier des six types du 
Tableau (XX fl ). Reciproquement (*), toute substitution lineaire 

{ s) oi;i (-_ s) a PP artenan ^ au tJP^ 1 du Tableau (XX 6 ) 
est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
effet, conservons les notations du n 148; on peut toujours dter- 
aniner un entier positif ou negatif pi tel que dans 1'identitd 



ou 1'on a pose ot { =a 2[Ji t 8, yj^ry ajjiS, la valeur absolue 
de a. { soil plus petite que celle de P ; le determinant a< S py i 
est egal 4 i et la parit^ des nombres a i? y< est la meme que celle 
*des nombres a, y. De mme on peut toujours determiner un entier 
positif ou negatif v tel que dans 1'identit^ 



|V-sv = 
1'on a pose pi= P avocj, S^ = 8 ^vy^ la valeur absolue 



0) Fozrla vingt-cinqui^me Lecon du Gours autograpliid de M. Hermile, d'oa 
sont tires plusieurs des pr6sents re"sultats, 
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de (3j soit moindre que celle de a, ; le determinant o^ 3 i p 4 y, 
est egal a i et la paritd des nombres (3<, o i est conserve. Par re- 
petition de ces deux op^ations on parvient n^cessairement a ime 

substitution de la forme ( , *, } ou a' 8' est eejal a i et ou v' est 

\T / 

un nombre /?#zV. Si a r esl egal a -f-r le th^oreme est demontr 
puisque ( I r j = XT'; si a' est gal ft i, il suffira de multi- 

plier la substitution ( __ a _. ^ ) P ar ^ es m ^ mes puissances paires 
de T et de V pour parvenir a une substitution ou a' est ^gal a + 1. 



48. Reprenons les notations du n 846; nous allons montrer 
que les fonctions Y, Y' ne s'annulent jamais le long du chemin (R), 

et que la partie relle de est du meme signe que aS (By. En 

effet, posons X f ~ (\ + ^O x ? en designant par \ a des nombres 
r^els dont le premier est (n 524) essentiellement positif ; nous 
aurons 



Puisque X n'est pas nul non plus que \, on voit que ax+ 6iX' ? 
par exemple, ne peut s'annuler que si b et a sont nuls ; s'il en 6tait 
ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par 
suite, identiquement nu! 3 cas que nous ^cartons. D'autre part, la 

Y r 

partie relle du rapport -; est egale a 



l(ad-bc) 



la seconde partie de F&nonce est done etablie. 

On voit aussi, en passant, si Ton imagine une aire limit^e par 
un contour simple contenant a son interienr le point x , mais non 
le point o ou le point i , et si Ton defmit les fonctions Y, lY comme 
des fonctions holomorphes qui v^rifient liquation differentielle 
lineaire (y) et qui, aux environs de x j coincident avec ax+ ^rt', 

yx + 8/x', que le rapport- reste holomorphe dans 1'aire consi- 
deree et que sa partie r^elle y conserve le m6me signe. 
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549. Supposons maintenant que Ton ait 

a = i, P = o, Y = o, 0=1, 

en sorte que, au point x , les fonctions Y, iv' coincident avec X, 
*x'; les valeurs qu'elles peuvent acquerir en un point quelconque 
du plan, en suivant, apartir de x un chemin quelconque, sont de 
la forme aX-f- fi&x 7 , cx-t- rfj'x', ou a, b, c, of sont les coefficients 
d'une substitution lin^aire appartenant au type i (> du Ta- 
bleau (XX 6 ); reciproquement, on peut leur faire acquerir toutes 
les valeurs de cetle forme, en suivant un chemin convenable, 
comme il resulte de la composition d'une substitution de ce type 
au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 

Y' 
de ces valeurs n'est nulle; enfin, le rapport - a toujours sa partie 

reelle positive, etl'onpeut, par consequent, construire les tone- 



tions 



^- ) DSs lors, on voit que liquation 



= x est 



fcY 
aussi bien v^rifi6e en prenant pour T le rapport que le rapport 



; en effet, puisque 1'on a 



x 




et que la substitution ( a >J appartient au type i u du Ta- 
bleau (XXfl), on a 



resultat que la theorie de la continuation permettait de prevoir. 

B50, Plagons-nous maintenant a un autre point de vue et en 
continuant de designer par x, X ; les m^mes fonctions de x, uni- 
voques dans tout le plan (S) compl^t^ comme il a ^le expliqu^ par 
Fadjonction du bord superieur d'une des coupures et du Lord in- 
frieur de 1'autre, envisageons liquation 
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ou x est Finconnue et ou T est un nombre donne dans lequel le 
coefficient de i est positif. 

Si celte equation admet une solution, cette solution ne peut 
tre que le nombre #*(?), en vertu deTidentit^ en x. 



Poursavoir si& 2 (i;) est efFectivementune solution, rempla<jons x 
par 2 (T) dans le premier membre de liquation proposee : ce pre- 
mier raembreprend une valeurdetermineeT i ,puisque(XXXVII 637 ) 
le point ^(T) n'est ni le point o, ni le point i, et appartient par 
suite au plan (s) complete. Mais la meme identite en x, quand on 
y remplace x par 2 (-c), montre que Ton a A' 2 (t) = ^ 2 (T^ et, par 
consequent, que Von peut passer de T a T 4 par une substitution li- 
n&dre du type i: liquation proposee n'est pas n^cessairement 
verifiee, mais, le nombre T etant donne, il existe quatre nombres 
entiers a, b, c, d qu'on peut regarder comme les coefficients d'une 
substitution du type i, et tels que Ton ait 



quand on remplace x par ^(T); ou encore, il existe un chemin 
ferm6 partant de x et y revenant, tel que Ton ait, pour x = 2 (T), 



en designant pa'r Y(X), Y'(X) ce que sonl devenues les fonctions 
x(x), x'(x) continues le long de ce cbemin. 

Inversement, toute Equation de la derniere forme, ou Ton en- 
tend que y(x) et y'(x) peuvent toef obtenus par des continuations 
qnelconques de X(x), x'(x) ramenant x a son point de depart, ad- 
met done la solution x = k^(^]. Elle n'en admet pas d'autres : en 
effet, Y, Y' ne peuvent avoir que des determinations de la forme 
<zX-(- bii!, cx + dz'x', ou a, 6, c, d sont des entiers appartenant 
au type i; mais Fegalite 



6quivaut a celle-ci 

g'x f (x) __ 
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qui ne peut adrnettre d'autre solution que 



AT 2 



d'apres Tobservation faite au d^but de ce numdro; les nombresrf, 
6, c, a appartiennent d'ailleurs, comme les nombres a, 6 ? 
c, rf, an type i; on a done 



L equation ~^- = T, ou Y et Y' sont les fonctions dc x prdcc- 

demment definies, oft x est 1'inconnue et T un nombre donn<5 dans 
lequel le coefficient de i est positif, admet done la solution uni- 
voque x = A" 2 (i:) et ri admet que cette solution. Cc resultat, si- 
gnale par M. Fuchs (*) est un point tres particulier de la thdoric 
des fonctions auxquellesM. Poincare a donne lenom fafonction* 
fuchsiejines. 

III. Calcul effectif de t, (D!, co 3 . 



551. Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i, les 
formules (GXX 2 ) permettent de calculer ( 2 ) x(x) et X^(x). 



( J ) Journal de Crelle, t. 83, Lettre & M. Hermile. 

( 2 ) Quoique le calcul des x(ic), x'(x) par les series ^(x), H-( % )> lorsquc 1'on 
a ] Y, | <i, ne soil pas avantageux, ^ moins que % ne soit tres petit, il coiwent 
de completer un peu ce que nous avons de'ja dil a ce sujet (n 08 536-537). 

Des formules (CXX 2 ) on ddduit immddiatement les relations 



en posant 



Les se>ies que Ton obtient en remplagant % pan dans a (x), p(x), series dont 
les differenls termes sont reels et positifs, sont d'ailleurs convergentes, comme il 
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Observons en passant que les deux premieres forrnules (CXXj) 
montrent que Ton a X (~\ = x' Q V La valeur correspondanle de 

y = e x esters: 0,0482189.. .; on en deduit 



(CXXI.) x' (1) i (I) = ? &J(o) = . f 854o 7 5. 

Les formules (CXX|) permettent egalement de calculer direc- 
tement la valeur de q lorsque le point x est 1'un des deux points 

- 
comrauns aux trois lignes C , C i5 D. Pour les racines e 3 de 1'e- 






qualion ; x, les deux dernieres de ces formules fonrnissent 



X 

en eflel la relation 

x' 
x \e 



resulte des inegaliUs demontr^es au n537; designons leurs sommes par a(i), 
(J(i); ces nombres seront, d'aprcs le second th^oreme d'Abel (n 32), les limites 
rcspectives de a(%), P(x) quaad % tend vers i par valeurs positives plus petites 
que i. II est ais<$ de monircr que 1'on a 



II suffit pour cela d'e"galer Texpression de x'(^) a celle que Ton obtient en rem- 
pla?ant % par i % dans 1'expression de x(y-), puis de supposer % reel, positif 
plus petit que i, et de faire tendre it successiveinent vers o et i. 

Ces valeurs de a (i), p (i) permetlent, en raisonnant comme au n 553, d'eValuer 
facilcmcnt une limite supeneure de 1'erreur que Ton commet en ne conservant, 
pour le calcul de a(%)ou de P(x), que les premiers termes du d^veloppement. 
On a d'ailleurs, en remplagant les coefficients de a(x), P(x) par leurs valeurs 



approch^es a - - pres, 



0,10780% pi'x)= 0,09657^ 

+ 0,02911^ 4-o,o3o8qx 3 

+ 0,01827^ H- O,oi4g4*' 

+ 0,00755** -r 0,008 77 x 

+ 0,00/187%' o,oo575x 6 

+o,oo4 06 x 



+ 0,00192%* +o,oo234x 8 
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on en deduit q = ie 2 = i x 0,065829. La relation 



\\e I = 



que Ton peut deduire de chacune des deux dernieres relations 
(CXXj), met d'ailleurs en evidence ce fait que les deux quantitcs 



sont imaginaires conjugates. La formule X = - ^3(0) permet de 
calculer la premiere d'entre elles, On trouve 



(CXXI 5 ) 



Les nombres decimaux contenus dans ce numero sont approchcs 
a une demi-nnite du dernier ordre pres. 

D'une facon g^n&ale, les formules du Tableau (GXX 4 ) per- 
mettentderamenerlecalcul dex(x), x ; (x) au cas oili rona|x|<i. 
En effet, les inegalit^s 



r 



>t 



entrainentrespectivement les i 



en sorte que, x gtani suppos^ different des deux points communs 
aux trois lignes C , G o D, un au moins des nombres x, j x, 

x i i x -i . 

^TTT' x 3 r=~x" } "IT" es m indre qe i en valeur absolue; d^si- 

gnons-le par x,; les formules (CXX 2 ) permettront de calculer 
X(x i ), x'(x,); en appliquant les formules (CXX 4 ) on en d^duira 

X(x),X / (x). 

552. Mais il vaut mieux porter Peffort sur la determination du 
nombre 



q = e 
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Quajnd on aura, en effet, determine q, on aura x par la formule 



ou la serie qui figure dans le dernier membre converge tr&s rapi- 
dement pour peu que q soil petit. On aura ensuite 



ou il faut prendre dans le second membre la valeur principale du 
logarithme, puisque, dans le premier, le coefficient de i est com- 
pris entre -re et TT; cette formule determinera done X ; quand on 
a calcule q et x : tout est bien ramene au calcul de q. 

Observons en passant que, connaissant q, on peut avoir, en 

designant par r un nombre rationnel quelconque, a calculer q r 

j_ 
(XXVIIIa); en particulier, on pent avoir besoin de q* pour le cal- 

cul des fonctions 2fj(w), Sf 2 (w). La determination de ^ r ne coni- 
porte aucune ambiguite; elle depend, il est vrai, de la valeur que 
Ton choisit pour Pargument de q\ mais c'est toujours la valeur 
comprise entre ic et + TZ qu'il faut prendre pour cet argument, 
en verlu du theoreme demon tre an n 544, 

S53. Nous allons d'abord donner une srie entiere qui permet 
le calcul de q^ quand on a [x < i . (ScnwARz, For mules, p. 54-66.) 
Dans ce cas, on a, a cause des forinules (CXX 2 ) 3 



i6 

_ T-U 4 P( K < 

16 






On a vu d'ailleurs, an n 538, que l~~ est developpable en une 
serie entiere en x, dont on peut obtenir autant de termes que Ton 
veut; en remplagant et ordonnant suivant les puissances de x ? on 
aura nne expression de la forme 



(CXXI,) 
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oii tous les coefficients C n sont rationnels et posilifs. CeLle formule 
est evideoiment valahle tant que 1'on a |x|<i; de pins, lorsqu'on 
suppose que x tende vers un par valeurs positives croissantes, 

le rapport ~~ ' tend (n 538) vers loga, done q tend alors vers 

A ( x. ) 



-ie'' l s2 ~ i; il fautpour cela, puisque Ions les coefficients C n sont 

n~ <so 

positifs, qne la serie V C n x n reste convergente pour x = i et qu<i 

/z=l 

sa somme soit egale a i. On peut d'ailleurs calculer autant de 
coefficients que Ton veut et Ton trouve 

r _ i p i r 2i r _ 3i 

vji=-~i Li2 == T" * ^3 ==: - ; U4 = - rr i 

16 32 1004 * 2048 

On observera que, si Ton calcule <jrpar cette serie en s'arrfitanl 
an leraie en x 71 , 1'erreur commise sera moindre, en valeur absolue, 
qne 



c'est-a-dire, pour les valeurs de n egales a T, 2 ? 3, 4? nioindre res- 
pectivement que 



- 

iG / " 32 1 ' ' 1024 
En vertu des form ales (CXX 4 ), on peut ^crire 



il r^sulte de la, quand on suppose a la fois | x | < i , 
que Pon a 



Cette identite 7 si Ton ordonne suivanL les puissances de x, con- 
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duit a la relation 






qui permet de calculer C/ 4 au mojen de C|, C 2 , ..., C,^ lorsque /? 
est pair. 

55-4. Quand [x est plus petit que i,on peut tout aussi facile- 

ment calculer la valeur d'une puissance positive quelconque de q. 

Soil, en effet, ; un nombre positif quelconque; on a(XXVIir 3 ) 



ou log--^ doit etre remplac6 par sa valeur principale; dans ces 
conditions, on a 



en d^signant par i6 r un nombre positif et par x r la determination 
spdcifide au n 523; on aura, par consdquent, 

[*fxi 
(CXXI.) gr^Jjjl^U). 

II est clair que le second membre est le produit de x r par une sdrie 
entiere en x, donl les coefficients sont tous positifs, que cette 
serie doit rester convergente pour X = T, et qne sa somme est 
alors ^gale a i . 

En particulierj pour r = J, on aura 1'important d^veloppement 
qui suit 



oil Ton sait que tons les coefficients S ;i sont radonnels et positifs, 
et que Ton a 
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On trouve sans peine 

8 = i, 81 = 2, 02=i5, 03=150, ...; 

en raisonnant d'ailleurs comme tout a 1'heure, on reconnait qu'en 

\ 
prenant, pour calculer gr 7 , un, deux, Irois, quatre termes, on 

commet des erreurs respectivement moindres en valeur absolne 
que 



SS5. Le procede que nous avons indique pour calculer 8 , S 
o 2 , 3 37 ... n'est pas le seul qu'on puisse suivre : 

Reportons-nous, en effet, a la premiere des relations (CXIX^) 
que Fon peut ecrire 



4/- 1 Q OR 

i/X ~ - " 

= ^ 4 H- g' 4 H- ^ 4 H-...; ^ = e 



v 

Nous savons qu'il existe une serie entiere en L^, savoir 



quij mise a la place de q* dans 1'egalite precdente, la transforme 
en une identite; en egalant dans les deux membres les coefficients 

des memes puissances de > on obtient une suite d^quations 
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients 8 , 
3j, 8 2 , C'est ce procede qui met en Evidence, par une gend- 
ralisation immediate d'un th^oreme celebre d'Eisenstein, ce fait 
interessant que les coefficients c n sont des nombres entiers (*). 

(*) Voici, avec les petites modifications n6cessaires ici, le resume de la de- 
monstration du theoreme d'Eisenstein, d'apres M. Hernute (Cours autographie 
de la Sorbonne). 

Supposons que y soit lie* & x par la relation 



oil z, j pen vent prendre toutes les valeurs enti&res positives ou nulles, ou les 
coefficients A y sont des constantes parmi lesquelles A et A 1 sont nulles; sup- 
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556, Nous allons maintenant donner une serie entiere qui per- 
mct Ic calcul de q dans toas les cas. 
La relation (CXXT 3 ) 



posons qu'on puisse satisfaire identiquement a celte equation en remplacant y par 
unc serie entiere en # de la forme 



(2) Y = #(a u + 

les coefficients <x , a,, ..., a n , ... seront des fonctions entieres a coefficients en- 
tiers des coefficients A M , en sorte que, si ces derniers sont des nombres entiers, 
il en sera de m&me des coefficients . 
Soit, en eflet, en d^signant par p un entier positif et en supposant en general 



il est clair que a n sera une fonction entiere & coefficients entiers de , a,, ..., a n 
ind^pendante de a n+1 , a B+s , ... ; en substituant dans liquation (i), il vient 

y = V Aa n ,tf l+ J+ n ; 
^ M ' 7 ' ; 
i,;,n 

par suite, si Ton fait m +- 1 = i 4- y H- 1, et que Ton egale dans les deux membres 
les coefficients de a7 nt+1 , il viendra 



sous le signe V du second tnembre, j doit ^tre au moins ^gal a i ; par suite, le 
premier indice W-HI- c-y est au plus egal a mj il n'alteint cette valeur que 
pour i = o, y = i; mais, par hypoth&e, A V est nul; il n'y a done pas, dans le 
second membre, de terme en a m?1 = a m , et les termes en ot^,.^.,,, qui y figurent 
sont des fonctioas entieres a coefficients entiers de a , ..., cx^^; si done ces 
quanutds sont des fonctions entieres a coefficients entiers des A I;J , il en sera de 
meme de a m ; or, on a a a = A, 05 a t = A^H- A 0?2 a 03a + A 9jOJ .... La proposition 



* 4/- 
est ^vidente. Elle s'applique au cas actuel en supposant x = 3 / = v<2 et en 

prenant la premiere des equations (CXIX 4 ) et liquation (CXXI 3 ) pour les Equa- 

tions (i) et (a). 

M. Hermite s'est occupd r6cemment des series (CXXI^) et de quelques autres. 
(Bulletin de la Societe physico-mathematique de Kasan, serie II, tome VI.) 
Entre autres re'sultats, il etabht le caractere rationnel et positif des nombres C B , 
au moyen de la transformation de Landen, et montre que les nombres 2<"C H son I 
entiers; le caractere entier des nombres 8 rt en results. L'illustre g^ometre donne, 
d'aprds M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres 2*' l C n et en signale 
de curieuses proprie'te's arithme"tiques. 
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suppose [*|<i; si cette condition est v<5rifiee, elle peut, en 

ff i'M 

supposant q~e * w , tre regard^e comme une identic en K. bi, 
en regardant pour un instant T comme la variable ind^pendanle, 
on suppose -. reel et positif et si Ton determine x par la condition 

... 

J 



la valeur de x sera manifestement r^elle, positive, plus petite 
qne i, on aura d'ailleurs (n 550) 



et, par suite, pour toutes les valeurs de T considres, 



Tfti 

e * = 



*=<> 



Si dans cette identite on change T en 4^ on aura, pour les memes 
valeurs de T, 



et, par consequent, pour toutes les valeurs de K r^elles, positives 
et inferieures a un, 



en posant, comme on Ta fait au n 529, 



IH~ V I ~ ^ 

L'avant-derniere egalite, &ablie pour toutes les valeurs de x 
qu'on a specifiees, subsiste tant que les deux membres sont des 
fonctions holomorphes de x, c'est-a-dire dans tout le plan (g) : on 
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pourra done, au moins theoriquement, calculer q dans tons les 
cas par la formule 



kn+i 



57. Nous allons montrer qu'on pent toujours s'arranger pour 
que la srie qui figure dans le second membre de la formnle 
(CXXI 4 ) soil tres convergente et que, en mme temps, q soil 
petit. 

La chose apparait clairement quand les donnees sont les nombres 
YO, YS- On peut, en effet, supposer les racines e 2? 3 rangees 
dans un ordre tel que les quantites [ e< e 3 [, | s { 2 , | e 2 s 3 1, 
soient rangees par ordre de grandeur decroissante, c'est-a-dire 
supposer que Ton a [x ^|T x|Si, ou encore que le point x 
appartient a la region (C CiD ); il suffira pour cela, apres avoir 
figure le triangle form6 par les trois points e 2? 3 , de placer 2 
au sommet qui runit les deux plus petits cotes, ^ an sommet qui 
reunit les deux plus grands. 

Pour nous rendre compte de la rapidit^ de la convergence de 
la serie cnvisagee, lorsque x appartient a la region (CoCiDo) ou 
a sa limite, nous chercherons d'abord a determiner le maximum 
de | (1|. Cette derniere quantite n'est aulre chose que le rapport 
des distances du point y 7 ! % anx points i et i; quand le 
point v. reste dans la region (CoCiDo), le point y/i x reste 
dans une region qui est limit^e par la courbe que d^crit le point 
^i x quand x d^crit la liraite de la region (CoCiDo) : cette 
limite se compose de deux parties, d'une part 1'arc du cercle G<, 
compris a Pinterieur du cercle C , qui va, en passant par le 

2Ei 

point o, du point e* au point e 3 , et, d'autre part, la portion 

de la droite D qui s'etend d'un de ces points a 1'autre. Quand 
Je point x decrit la premiere partie, le point i x reste sur le 

cercle G et le point \/\ x decrit le petit arc du cercle C com- 

2Ef z 
pris entre les points e 12 et e ; quand le point x decrit la seconde 

partie, le point ^/i x decrit nn arc de courbe qu'il est aise de 

_!L 1 
construire et qui relie les deux points e 12 , e 12 ; une etude 
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sommaire de cette portion de courbe montre (*) qu'elle est com- 
prise tout entiere a 1'interieur du cercle C'qui est orthogonal an 

cercle G et passe par les deux points e 12 , e 12 . Quand le point x 
reste dans la region (C C i D )ou sur sa limite, le point \/i x 
reste done a Finterieur du cercle C 7 et n'atteint ce cercle qu'aux 

Hi _!EI 

deux points e 1 '* et e 12 . Or, sur le cercle (7, le rapport des dis- 
tances aux points i et i reste constant; ce rapport prend nne 
valeur plus petite a 1'interieur de ce cercle ; done le rapport 
des distances du point \/i x aux points + i et i, lorsque ce 
point yi x reste dans la region consideree ou sur sa limite, est 

__otz TU TCI 

maximum pour les points e 12 et e 12 ; mais on a, pour ^/i xr=e 13 , 



et,par consequent, tant que x reste dans la region (C C<D ) ou 
sur sa limite, on a 



Quant i la valeur de | q \ pour la m6me region, elle est manifes- 
tement inferieure ou ^gale a 



rt=0 



( l ) II est aise de voir que cette portion de courbe est decrite par le point 

1 

e * (2 cos)~* quand la variable resile u va de ^ a H-^- Quant au cercle 

C ; , son centre est le point sec et son rayon est egal a tang * Le point doit 
^tre interieur a ce cercle, ce qui se traduit par 1'in 



, TC u i \ 3 . u j 1: 

sec -- cos T v: .r_..n. I H- sm a T -.--,_ v . . < tang a 
13 4 y ac ostt/ 4 v/2cos 8 12 

C'est un probleme de nature 6l6mentaire que de montrer que cette inegalit^ est 
rifi6e quand u varie de 5- a -h ~ 
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et, par consequent, a 



iM^tang^ 

rt=0 

or, la srie dont la valeur absolue figure dans le second membre 

_rc 

n'est autre chose que la valeur de q pour x~ e 3 , valeur qm a 
ete calculee an n 551 ; on a done 






pour tons les points x qui appartiennent a la region (C GiD ), 
ou a sa limite. 

Dans ces conditions, en calculant q au mo;yen des v premiers 

00 

termes de la serie, on commet une erreur e^ale a 7 3^[-) 

7 Jad \2/ 

quantite dont la valeur absolue est moindre que 



c'est-a-dire que 



"VI <\ / 1\' 1 "~t~ ' 

puisque Ton a vu que \ (~) est ^? a ^ e ^ ' O fl trouve 

ainsi que, en prenaat un, deux, trois, qaatre lermes, 1'errcur 
commise est moindre que 



done silrement plus petite qu'une unite du quatrieme, huitieme, 
onzi^me, quinzieme ordre decimal. 
Pour les valeurs reelles positives de x, plus petites que -? on 



aura 

*/ 



v/I-i 



T. et M. - HI. i5 
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X 

558. Ayant calcule q, X, x' puis co,~ . ' = , o) 3 = 

J J V i 3 

on obtiendra Y), par la formule (CX 2 ) par exemple, ou la serie 
en q- converge rapidement puisque q* csl plus pelil en valour 

absolue que ~^j ou, mieux encore, par la formule (XXX1X ( ); 

* 22D _ _ 

on obtiendra ensuite 7| 3 par la formule (XXVIII,), ft, y/A', K 5 K/, 
E, E' par les fommles (CXIX 4/0 ) et (CII). 

On a ainsi loutes les quantiLjSs necessaires ponrlc cnlcul des 
fonctions S, a 1 , sn, en, dn, , j>, ---- 

559. Ce qui precede suffirait a la rigneur ; loutcfois, il est sou- 
vent avanlageux de ne pas fixer tout d'abord, comme nous 1'avons 
suppose, 1'ordre des quantites e i? e a , 3 par les conditions 



ou bien, si c'esl le nombre x qui esL donnd directement, commc il 
arrive quand on se sert des fonclions de Jacobi, cc nombre pent 
ne pas satisfaire aux conditions | x | < | x i < i ; il est done n<v 
cessaire d'expliquer avec des details suffisants comment on peul 
cependant ramener les calculs a se faire avec lam^me facilit<5 quc 
dans le cas pr^c^dent. 
II convient tout d'abord de completerles observations quc nous 



avons dej a faites sur la facon dont les points - 3 -> - ? i 

J * l X I 7, 1 , 



correspondent an point x. 



Convenons de dire de deux points qu'ils sont symetriques par 
rapport a un cercle quand ils sont situes sur un ra&tne diamitre 
et qu'ils divisent harmoniquement ce diam^tre, ou encore, ce qui 
revientau m^tne, quand ils se changent Tun dans Pautre, par Pin- 
version dont le centre est le centre du cercle et la puissance le 
carr6 du rayon du cercle. Cette definition comprend la definition 
de la symetrie par rapport a un axe; elle ne s'applique pas a la 
sym^trie par rapport a un point, pour laquelle nous conservons la 
definition habituelle. 

La virile des propositions suivantes apparait immcdiatement 
sur la figure. 

Les points x et i x sont symetriques par rapport au point - T - 
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Les points -et , symetriques par rapport au point-? sontres- 

pectivement les symetriques par rapport a Faxe des quantites 
reelles et a la droUe (D) du point symetriqne da point x par 
rapport au cercle G . Les points r -^~ et -^--> symetriques par 

rappor tau point -, sont respectivement les symetriques par rapport 




a 1'axe des quanlites belles et i la droite (D) du symetrique du 
point x par rapport au cercle C,, Quand le point x d<5crit Tune 
de.s troislignes C 0) C i7 D, les points ~-j, ^ -^^^ ^ ^ -^~ 
dterivent aussi, chacun, quelqu'une de ces trois lignes. 

II est ais<, d'apr^s ces remarques, de dresser le Tableau suivant. 
Les six regions dans lesqaelles pcul se trouver Tun quelconque 
des points x, ^ ^^>*~*i~r sonl 6m M <* dans la 
colonne verticale qni porle en tftte Faffixe de ce point, et les six 
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points sonl loujours respectivement dans les regions dont Ics sym- 
boles figurent dans une nieme ligne horizontale ; ainsi, si lc point x 

est dans la region (C' ) 5 le point cst dans la region (Co). 

j -~ x 





y, 


1 


I 




X I 


"X, 


^ _ 


- 





I V. 






'A I 


X 


J It 




% 


(C ) 


(D ) 


(C' ) 


(DO 


(C.) 


(G't) 


(C ) 


(D,) 


(C) 


(Do) 


(C',) 


(CO 


(CO 


(C',) 


(D,) 


(Co) 


(Co) 


(Do) 


(C'L) 


(C,) 


(D) 


(Co) 


(C' ) 


(DO 


(D ) 


(Co) 


<C',) 


(C,) 


(t>0 


(C' ) 


(DO 


(C 1 ,) 


(C,) 


(C'0 


(Do) 


(Co) 



Chaque point qui n'est pas sur une ligne de separation appar- 
tient k la fois & trois des regions (C ), (C' ), (C<), (C' 4 ), (D ), 
(D|), c'est-a-dire qu'il se trouve dans 1'une des six regions ddsi- 
gnees, d'apres nos conventions, par les symboles (C CiD ) 7 

(D c;c ), (C;D,C;), (C;D O C' O ), (dCoDo, (D^c,). n rf- 

suite du Tableau prudent que, si le point x est dans la premiere 
region, les cinq points 7 ^- T , 1, iHl, i x, L- sont respect!- 

% l)C >. 'I fc i 

vement dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est 
dans la deuxiime, la troisieme, la qualrieme, la cinqui^me on la 
sixi&ne, c'est le point r -^~? -> --1-, j x, JLnI q u { es t dans la 

A- ~-~ Ln - I A. 1 ~ /<* Y, 

premiere; designons, dans tous les cas, ce point parx . On obser- 
vera sur le Tableau (LXXX 5 ) que x est pr<5cis<5ment ^gal a la va- 
leur que prend I 2 dans le cas dont le numro d'ordre est celui de 
la region ou se trouve le point x. 

560. On calculera d^abord la quantity 



(CXXII,) 



- x 



qui sera, comme on 1'a vu au n 5S7, plus petite en valeur absolue 
que -^5 puis la quantit6 

(GXXII 3 ) Q : 
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qui sera plus petite en valeur absolue que^, pnis les quantites 
x (*o), X'(x ), T = ^^, comme on Pa explique au n So2. Les 
formules (GXX<) fourniront les valeurs de x(x), x'(x) au moyen 
de X(x ), x'(x ), et celle de T au moyen de T; on en d&luil Tex- 
pression de T iii^ an moyen de T = 8K ^ X A et celle de T an 

X 



moyen de T; ces expressions sont de la forme 

C-+- ffa 



d b T 

oil #, 6, , a? eta', &', c', ? ; designent des nombres entiers; on les 
trouvera, pour chacun des six cas envisages, dans les deux der- 
nieres colonnes du Tableau suivant, ou Ton doit prendre, ainsi 
que dans Unites les formules suivantes, les signes superieurs ou 
inferieurs suivant que le coefficient de i dans x (et non dans x ) 
sera positif ou negatif : 



(GXXIIi) 



NUMLROS 

d'ordre de 
la region 


% ESTD\NS 

la region 


EXPRESSION 

de % au 
moyen de % 


EXPRESSION 

de T au 
moyen de T 


LXPREfcSlON 

de T an 
moyen de T 


J. . . . 


(CoC.D ) 


X 


T 


T 
















X 




+ T 1 - T 




(CoC.Do) 


X [ 








/p/ r 1 ' n \ 


I 


t 


T 


.... 


(^O 1 - 1 ! U l) 


* 


i=F* 


IT 


TV 




1 


I 


idb T 




( oCi .) 


I-X 


+ i + . 


T 


V. . . 


(C.O.D., 


1 X 


I 

T 


I 

T 


vr 




X I 


-I-C 


I 






X 


T 


d= r - T 



561. On pourra, si Ton veut, calculer q au moyen de T. Toute- 
fois, il est avantageux de faire les calculs nnm^riques au moyen 
des series 2f(p | T) plulot qu ? au moyen des series 2r(p |T) a cause 
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de la rapide convergence des premieres; aussi convienl-il de don- 
ner pour chaque cas 1'expression des series 3( v | T) au moyen des 
series S((?|T). Cette expression resulte immediatement des for- 
raules de transformation lineaire (XLII), dont les quatre premieres 
peavent s'ecrire 



p|t) = 9r, 

P|T) = 3 4 



a'H-6'TJ 



Lorsque x est dans la region III, par exemple, on a, d'apres le Ta- 
bleau (CXXII,), 



iT 



de sorte que les nombres a ; , b f , d, d l qui figurent dans les for- 
mules precedentes sont a' i, 6 ; = i, c'=o, d r =i] la parit<5 
de ces nombres, qui v^riiient la relation a!d f &' 'c l '= i, monlre 
que Ton est dans le cas 3 du Tableau (XX 6 ) ; en se reportant aux 
formules (XLII 6)7 ), on a done immediatement 



s = s = e 



en tenant corapte des valeursX=2,(jL = i,v = 3 correspondant an 
cas 3 du Tableau (XX 6 ), onobtientainsi les formules suivanles( i ) 



<CXXII 9 ) 


*>(; 


T i~e ' y i -* T e '-'u^lT;, 

^-, _ __ g ^i & 

t)= V ^Te "i5-T^ ( p| T)) 


*('" 


I jfl 4 / -4~ f 1 d: T '-V / 1 \ 


,1 r 


) " |T;I 



(!) On arriverait au mme r^sultat en d^composant la transformation consid6r<ic 
en transformations de la forme TT, i (n 191"). 

T ; 
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ou les radicaux doivent ctre determines de facon que leur partie 
rcelle soit positive. 

Lorsqnc x est dans Tune des regions I, II, III, IV, V, VI, la parite 
des coefficients a ', b*, c', rf'de la substitution lineaire qui donne T 
au moyen de T nous place respcctivement dans les cas i, 2, 3,6 7 
5, 4 du Tableau (XX 6 ). Si 1'on tient compte de cette remarque, 
on cleduit immddiatement des formulesde transformation linoaire 
(XLII), par un calcul semblable au precedent, les formules du 
Tableau (CXXII 9 ) plac a la fin de I'Ouvrage, qui se rapportent 
aux cas ou x est dans une quclconque des six regions envisagees. 
On a ainsi ce qui est n^cessaire au calcul des fonctions S ? sn, 
en, dn pour une valeur donnee de Targument r. 

562, Si Ton a affaire aux fonctions p, , d^ . . , , on pourra 

\( x^ 
Ics supposer construiles avec les demi-piriodes ti)| = --^=^i 



(0 3 = ~ l ~- ^- - On pourra aussi Ics construire avec des demi- 

V ei ,i 

periodes equivalentcs; en appliquant les formnles (GXX 4 ), nous 
allons montrer, danscbacun des six cas qui peuvent se presenter, 
comment on pent former au moyen deX(x ), X^xo) dc tellcs dcmi- 
periodes ^ <5 &% cquivaleotes a co<, co 3 ; a ces dcmi-periodes corres- 
pondrontcles quantitds II 1? HU, dem&me qne^, ? T j;) correspondent 
^ <o i? 0)3 ; oa pourra calculer ll\ au mo^en de &\ et de Q par la for- 

mulc (XXXIXi), puis H 3 par la relation I^a a H 3 Q| = ; d'ail- 

Icurs, r f\i, TID s'expriment lineairemcnt au moyen de li<, II 3 par Ics 
memcs formnles qui cxpriment o> <? (0 3 au mojcn de IQ I? ft 3 ; toutes 
cos quantites pourront done 6tre rcgarddcs comme connues, Le 
plus souvent on deduira les fonctions d(u\ ^i^ 3 ) } ^a(^I ^o ^3) des 

fonctions 2rf Tj par Ics formulcs de passage (XXXI11 5)0 ), dans 
lesquelles on suppose 7, q, (!>< , 0)3, rij et ^ = ; remplac^s respcc- 
tivement par T, Q, Q M i2 3 , II< et v = ^-; on sait d'ailleurs que 
d(a|Qi, Q 3 )estidentiquca d(u co (o 3 ), ctquc Ics trois fonctions 
rf a (tt|Qi, a) sont les trois fonctions dt(u |o)|, ca 3 ), rf 2 (w o) n co 3 ), 
cs 1 .) (M | o) i , ti) 3 ) prises dan s im ordre convenabie : cet ordre se determine 
par la pariuS des nombres a, ft, c, d au moyen des formules (XX 5)0 )- 
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Lesfonctionsconstruitesaveciesdemi-perJodesfti^sengcnclrent 

des quantit^s E,, E 2? E 3 , \/E, E 3 , . . ., demfimequelcsfonclions 
construites avec les demi-periodes w l7 co 3 engendrent des quantites 
e\, e, e 3 , v/ e i e 3 , ; les quantites E 1? E 2 , E n coi'ncidenL d'ail- 
leurs dans leur ensemble avec e n e a , 3? puisque, en tanLque fonc- 
tions de u, les deux fonctions p(u\&^ o s ), p(M|o> n to 3 ) sont 
identiqties. Les qnantites E J? E 2? E 3 , ^/E, E 3; . . . seront, dans 
chaque cas particulier, exprim^es sans ambiguUe au moyea dcs 
qaantites dont le sens a ete precise anterieurement, et cela au 
moyen des Tableaux (XX __ 7 ) ; 1'examen de chacun de ces cas par- 
ticuliers montrera que Ton a toujours 



(CXXIIa) 



63. Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvcnl so 
presenter. 

Cas I; x est dans la region (GoCi D ). 

Cas II; x est dans la region (C G'^ D ) : | x | <[ r , | x i [ > i , 
| x | < | x 1 1. On pose, conform&nent a la definition adoptde plus 
haul pour x , 



II resulle de la que \/i x \Ji x est egal a i ; il suffil 
de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions re- 
latives aux radicaux (n 523) pour voir que Ton a 



yi xvi x =i, 
Dans ce cas, les formules (CXX 4 ) donnent done 

x(x) = /i x x(xo)> x'(x) = / *o [x'(x )qi JX( 



d'ou 




i - S 3 



Nous poserons 



A 3 



T = TI. 
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les relations precedents dcvicnnent alors 



<Tou 

T)l = I, 'j3= 

on a aussi, si Ton veut, 

Ol= WJL, ; } =r: 

on voil done bien quo 2 n 2& 3 sonl dcs periodes de pu commc 



Lcs coefticicnts <7, i, c, <:/ dc la substitution lincaire qui donne T 
en fonction de T sont 



a ~ i, 



Par consequent, en se reportant aux Tableaux (XXo, 7 ), on a, en 
tenant conipte des formulcs 



d'ou 



La premiere des formules (CXXIl.j) permet d'^crire les expres- 
sions de Q i9 iia sous la forme annoncee 



yiSi K 3 y K i B 

11 convient d'observer que 1'on a, dans le cas acluel, 



PI _ l v ' ^ v 
P O _ n=-^- 47 

I 4. (/i x V 



ct, par suite, 



cn sortc que, an point de vue de la convergence des series 3, on 
ne gagnc ricn a fuirc la transformation prdc^dente; il vaudra tout 
autant faire les calculs comme dans le cas i, ou x est dans la re- 
gion (C C 1 D ). 
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Toute explication est desormais inutile : il suffira d'ecrirc les 
resultats. 

Cas III. Le point x est dans la region (C' C' H D,) : 



I+1/I-- 



= /x "[x(x ) 



^1 = ^1 T^J- H 3 = "OSJ 

I = 2, E2=lj ^3 =3, 

v/ i 3 fa, V/ES 3 = \/i 3, 



VEI E 2 = i i 3 i * 
7F, Le point x est dans la region (C^C', D ) : 



,-t/,-- i- 

V -*' 



I X 



XQ 



[ X 



x(x.) = x'(x ) /x , x'(x) = [x(x ) q= ix' 



El = 2, B2 = 3, E 3 = 1, 
\/ E l ES = I /Si 3 /I X, / 2 K 3 = i /Si 3, 

/KI fi 2 = / i s fa> 
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} ; , Le point x est dans la region (CoCj D< ) : 

|x|<i, |i-x|<i, |x|>|i-x| t 

.. _ . _ ! - V/^ 
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X(X ) 



-,3 



F/. Le point x esl dans la region (C' Cj DI) : 



TT: 

y x 



rr 0)3 - 



0) 3 



HI -= ' 



B 3 ==B,, 




t K 2 s= t ysi 83 



Dans Ics deux cas I et II, et dans Ics deux cas V el VI, la 
convergence des series est la m&me : il suffirad 'employer clans cm 
cas el dans 1'autrc une seulc el meme transformation. 

Les quanlites ^ 3, \/E 8 E 8 , \/%\ Kj soni cntifiremenl 
cl<itermindes (XXXVI 3 ) dcs quo 1'on a fixd le sens cle y/fi qui 
peul 6lre cboisi arbilrairemenl. On pourra Ics exprimer au moyen 
de \/s { e 3 , {/x, (/i x, dans les six cas, d6s quo Ton aura fixe le 
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sens de la premiere de ces quantites, ce qni fixe Ic sens cley/co,, 
comme on 1'a vu au n 532; on n'oubliera pas que v/Si 3 doii 
tre une racine carree de y^ e 3 : les expressions cherchees 
s'obtiendront ais^ment ensuite au moyen des rcsultats du n 532, 
des formules (CXXII 9 ) ou Ton fera c~o et en fin des formulas 
(XXXVI a ). 

S64. II y a, dans la pratique, deux cas parti culierement intcres- 
sants : celui ou les trois nombres e l? 2 , 3 so nt r^ 8 et ce ' l| i "? 
Tun de ces nombres 6lant reel, les deux aulres sont imaginaires 
conjugues. Dans ces deux cas y 2 et y ; j sont r^els; inversement, 
si y 2 et YS sont reels, on est necessairement dans 1'un dc ces 
deux cas. 

Dans le premier, x est reel et, s'il est compris entre o et 3, X ct 
\' sont r^els, positifs; il en est de meine de <y, qui est, en outre, 

plus petit que i. Si x est compris entre o et-? on sera dans Ic 

ti 

cas I, et 1'on appliquera done les formules du Tableau (CXX11) 
dans ce cas I. Comme on a 



10 J - 3 T '40 



les series seront tr&s convergentes. Si x est compris entre - ct r, 

^ 

on sera dans le cas V; on posera done 



et I'on appliquera les formules du Tableau (CXX1I) dans ce cas V. 

On peut toujours supposer qu'on soit dans un de ces deux cas, 
en rangeant M s 2 , e s dans un ordre convenable (n5S7); cet 
ordre revient ici a prendre soit ei]>o > s 3 , soit e 3 |]> e 2 > e,. 
Nous conviendrons de faire toujours la premiere de ces deux hy- 
potheses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXIII) et (CXXIV) places a la fin de I'Ouvrage, la reproduc- 
tion des formules ainsi obtenues qui sont d'un usage frequent; 
les quantity reelles et positives y sont mises en Evidence. 

Toutefois, en adoptant les conventions du n S4S, on peut trai- 
ler aussi le cas ou x etant r^el est positif et plus grand que i, ou 
bien estnegatif. Si Ton a 2>x >T, on est dans le cas VI; rnais, 
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comme on 1'a fait observer, la convergence des series eslla meme 
dans les cas V et VI; rien n'empechcra done d'adoptcr la trans- 
formation du cas V : pour cctte dcrnicre transformation, (3 et Q 
seront negatifs. Si Ton ax > 2, on estdans le cas lit; on adoptcra 
alors la transformation de ce cas HI, j3 et Q seront reels et posi- 
tifs, Supposons enfin que x soit negatif; si Ton a i < x < o, on 
sera dans le cas H et Ton appliqucra la transformation du cas F; 
on posera x x; p et Q seront negatifs; si, enfin, on a x < i , 
on appliquera la transformation du cas IV; (3 etQ seront positifs. 

565. Si, YO cly 3 dtant nSels, deux des nombres M e a , $ 3 sont 
imaginaircs, onprendrapoure^ la racine rdellc ct pour ^ = A + Bt 
celle des deux raclnes pour laquelle le coefficient de i est positif ; 
on aura alors 3 = A 1U, 2 ^= 2A, et, par suite, 

r SA . 

X - H -- t. 
2 2B 

La partie reellc de x etant-? x et i x seront des> imaginaires 
conjuguces; cle meme X etx^ de meme encore to 1 et to ;} : on a, 
<:n cfTet, 



VSj s ;} = ^ B = 

done 



On pcut fixer (n 520) pour y/e 1 e 3 celle des deux d6lermi na- 
tions du radical quo 1'on vcut; il en est done dc meme de \7^B; 
on prendra sa determination arithm^tique. Si 1'onsereporte main- 
tenant aux remarques qni ont ^t^ faites au n 523 sur la position 
des points x, X ; , on reconnait de suite que les droites qne 1'on 
d(5signait alors par OA, OA'font avcc 1'axc des quantitos posi- 
tives, dans le cas actuel ou x est situ<5 sur la droite D, des angles 
moindrcs que j> et 1'on voit ainsi que Targument dc x(x) esl 

compris cntre o ct si A est positif, entre o et ~ si A est ne- 
gatif; dans le premier cas, I'argument de to, est compris enlre o 
et 7> dans le second entre 7 ct ; dans les deux cas ? la 

q 'I '* 
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parlie reelle de to j cst positive, le coefficient do i est negatif. Co 
coefficient est, en valeur absolue, plus petit que la partie reelle 
dans le premier cas, plus grand dans le second, 

Les nombres <o, et co 3 etant imaginaires conjugues el y 2 ? TJ reels, 
T = wi 2a et 7 l = ^ ( a ; ^s sont aussi 



j agues. 

566. Pour effectuer les calculs on n'a qu'i appliquer les Ta- 
bleaux precedents. Mais on pent aussi suivre une antre inarche 
particulieremenl avantageuse dans le cas actuel. 

Observons d 7 abord que, le point x 6tant surladroiteD, les cinq 



points "}-? 9 i x 

1 x i x i x 



x, i 



seront stir la circonference du 



ft, J, /W X " '" 

cercle C 0? sur celle dn cercie C i: ou sur la droite D elle-mgme, 
conime il resulte du Tableau du n 569. Si nous d^signons par x, 
Pun de ces points situes sur la circonference du cercle C^le point 
! _ Xi sera situe sur la circonference du cercle C ; il en sera done 
de mme du point ^/i x, ? et, par suite, la quantity 



sera purement imaginaire; mais alors la quantite Q, definie commi 1 
etant la somme de la s^rie convergente (CXXL,), 



sera elle aussi purement imaginaire. L'avantagequ'il y aacalculcr 
avec des quantites purement imaginaires pour former les diverses 
constantes dont on a besoin et les fonctions 2f est evident; il 
sera d'ailleurs aise, une fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
liaires connues, de passer au noojen des transformations lineSaires, 
aussi facilement que dans le cas general ou le point transforme 
etait toujours dans la region (GoCjDo), aux constantes et fonc- 
tions qu'il s'agit finalement d'obtenir. Toutefois, comme le point 
x 4 n'est plus n^cessairement dans la region (G CiD ), on pourrait 
craindre que la convergence de la serie qui d^fmit Q au moyen 
de ^ ne fut plus tres rapide; nous montrerons qu'elle est encore 
bien suffisante pour les besoins des calculs numriques. 



ON DONNE /i 2 OU gi) ' 3 ; TROUYER T OU 0)^ W 3 . 289 

567. 11 est ncessaire de distinguer le cas oil le point x est au- 
dcssous de 1'axe des quantitds recllcs, el celui ou il esl an-dessus. 
Dans le premier cas, A est negatif, e 2 et, par suite y 3 , est positif ; 
dans le second cas, 2 et y sent n^gatifs. 

Supposons d'abord que nous sojons dans le premier cas. Le.s 
points 0,1, L de Ibfig. 3 representent respeclivement les points 
o, i, i du plan (s). On a figure les deux cercles C , C\ qui se 
coupent en E, E'; la droite D n'est antre chose que la droile 
EE ; . Soil M le point x; soit M' le point sym^trique de M par rap- 
port a L, c'est-a-direle point i x; soient Pet QMes points oil les 
droites OM, OM ; rencontrent le cercle C<, Q et F les points ou 

Fig. 3. 




les droites I'M, flVI/ rencontrent le cercle C ; la figure PQ'P^Q esl 
un rectangle dont le centre est en L; on rcconnait de suite quo 
les points P, Q ; , P ; , Q representent respcctivcment les poinls 

, _, , j: les points P ct O' sont snr le cercle C< ; on 

1 " XXX ~" I X 

pourrait prendre arbitrairement Tun de ces deux points pour le 
point x^; en prenantX|= ^- on a i faire unc transformation du 
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casIV; en prenanl x, = ~> une transformation du cas III. Nous nous 

placerons dans ce dernier cas ; x, est alors en Q', i x, en Q ; 1'ar- 
gument de i -x, est Pangle dont il faat faire tourner 01 pour IV 

mener sur OQ; il est negatif, compris entre o et ^ si M esL au- 
dessonsdu point E, entre | et rc si M est compris entre E etL 
(c'est le cas le plus desavantageux); nous le representerons par 
2^, i etant un nombre positif compris entre o et - ; designons 

pour un instant par a la valeur absolue de F argument de x <7 ou 
Pangle IOM egal a Tangle OIM; puisque le triangle 10Q est iso- 
scele, son angle au sommet 2^ est egal a TT 2 a; on aura done 

/7C \ B 

tangil' = tang -- a 1 = ~ , 
\ 2 / o \ 



\ 

et cette formule, puisque A est compris entre o et - u > permettra 

de calculer ^ sans ambiguit^; on voit, sur les valeurs de s 2 et s 
(n 566), que ^ peut etre dfmi comme Targument positif et 
moindre que tt de 2 e 3 , 

Puisque 1'argument de i x, est 2^, celui de (/i X| sera 



^ i, 

- et 1 on aura 
2 



T tyl 



at, 1 



la valeur maximum ue tang ^ correspond a la valeur limite 
ty = ^; on s'en approche ind^finiment quand le point M s'ap- 

proche indefiniment du point L, car alors le point Q s'approclie 
du point i ; il n'est pas difficile de reconnaitre que la valeur 

__7t 

limite de j est e 2 = 0,2078. . .; il nous suffira de remarquer que, 
dans tous les cas, tang | est inf6rieure i tang g = y/a i = , 4 1 1\ . . . 
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n =00 
i 11 , V - /' TcV'H-1 . , . 

et que la somme de la sene > o y< (- tang - 1 est mtencure a 

72 = 

0,21 comine on lc reconnail de suite en se bornanl an premier 
terme. Par consequent, lc nombrc reel et posilif - sera infericur 
a f~ 7 et la rapide convergence des series est encore assuree. 

568. Connaissant Q, on appliquera les diverses formules eta- 
blies aux n"" 561 a 563, pour tine transformation lineaire quel- 
conque, dans le cas III, en ajant soin de prendre le signe inferieur 
parlout ou il y a un double signe. Ces fonrmles out ete repro- 
duites dans le Tableau (CXXV) que 1'on irouvcra a la fin de 
1'Ouvrage. 

On voit d'abord que Q { et H, seront reels; on a en effet(n 563) 

Wi-^Oj Qi, -ni-Hj U 3 , 



et a>,, o) 3 sonl imaginaircs conjug'ucs, ainsi que r H , ^ ;t (n 566). 
La rcalite de &, n'apparait pas stir la formule (CXXII) 



mais il est aise de transformer cette formule en partant de co quo 
&< est reel et in 6 me positif (n 565). La rucine carree de i^ 4 etatit 

Ttt 

reelle, il en est de mfiinc du quotient de 3 3 (o|T) par v* (/x; ce 
quotient no change done pas quand on y change i ou i\ niuis 
alors, puisque Q est purcmenl imaginairc, 2r 3 (o|T) se change en 
& t (o|T), comrac on le voit, paries formules (XXXVlj); d'ail- 
leurs ^x se change en ^i x; on a done 

&3(o|T) ^ 2r,( |T) = 5 lt (o|T)H-ar 4 fo|T) ^ 



TCJf ftf 7C/ 'IT 4 

e 8 V/K -H t! 8 {/ 1 x e a v^x -h e "^ { 



la derniere ^galite resultant dc la formule ( XL|) ; finalemenl, on a 



T. el M, - III. 
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Sous cette forme, on voit bien que a, est reel et positif, puisquc 
le numerateur est reel et positif, ainsi que le dcnominateur, qui 
est le produit du nombre reel et positif v/aB par le carre de la 
sommc de deux nombres imaginaires conjugues. On clioisira pour 
y/j la determination arithmetique. 
De la formule 



on deduit, en donnant au logarilhme sa determination principalc 

, x'(* 

10gQ = It 7 
5 



d'OLl 



I TTI , TC 

- = -- loaQ= 

Q 'i & 2ft t 



puisque -r est un nombre reel et posilifj log- esl aussi tin nombre 
reel et positif; cette formule fournit done un moyen simple de 

calculer le nombre - 1 ^ 1 et par suite 3 . On avail dej& demon- 
i 

tr6 au n 56S que ce nombre : qui n'esL an Ire que - -i elait 
r^el et posicif. 

II convient aussi d'observer relativement^a laquantite \/Q qui 

figure dans les series Sr ; qu'enadoptant pour ( /? la determination 
r^elle et positive, on doit supposer (XXVI1I 3 ) 



Les autres formules du Tableau (CXXV) s'entendent d'elles- 
memes. 

U69. Lorsque A est positif on pourrait calculer ^ (3 h Q par la 
m^me m^thode; 1 serait alors n^gatif, ainsi que ^ 3 ?; dans le cal- 
cul precedent, les r6sultats fmaux devraient done Stre modifies. 
Nous allons indiquer une marche un peu difiP^rente qui permel 
d'obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d'abord que la fig. 3 convient encore au cas actuel, 
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mais en Finterpretant aulrement. On regardera le point M' comme 
figurant x el le point M comme figurant i x; les points P, Q', 

l v , Q represented alors r -377? ~~^ ~ZT" ^ es Pi nLs P et Q' 
sont sur le cercle C< 5 c j est I'un d'eux qu'il faut prendre pour x t ; 
nous choisirons encore le point Q', et nous designerons main- 
tenant par acp 1'arguuienl de i x,, <p etanL im n ombre po- 

sitif compris entre o et ~; on anra alors tang(p= ^- au lieu dc 
(ang'| = T- ; en sorle que si Ton convenait de regarder ^ comme 

nn angle positif, plus petit que it, defini toujours par cette derniere 
cgalile, cp serait egal a TC ']/. 

Le calcul de ^,Q 7 /Q, Qj , ^j se fait exactement comme dans le 
cus precedent, si cc n'est que A doit partout 6 Ire rcmplace par a. 
On a fait la transformation du cas IV, x^ - * Comme le poinlx 

I X, * 

cst au-dessus de Taxc des quantites reellcs, on a 



&< et Hi sonl alors purement imaginaires; -r cst uegatif (n565). 

Une transformation loute scmblable a celle du cas pr^c^denl 
perniet d'aillctirs de meltre & { i sous la forme snivaote, qui met en 
Evidence le caract6re r^el et positif de cc nombrc, 



On choisira pour y/Qjg la determination aritLm6tique. 

Les autres formulcsdu Tableau (CXXVI) plac6 4 la finde I 7 0u- 



vrage s 7 entcndent d'elles-m&nes. 



CALCUL INTEGRAL. 



CHAPITRE YIII. 



INVERSION DES FONGTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
DU SECOND ORDRE. 



I. Representation de la fonction inverse de sn u 
par une integrate dSfinie. 

570. Liquation s = snw d&init u corame une fonction impli- 
cile de z\ cette fonction peut 6tre repr^sentee explicitement par 
une integrate definie. 

Rappelons d'abord que a chaque valeur de z il correspond une 
infinite de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs 
de u comprises dans une m^meclasse sont congrues modulis^lL, 
2"K/; la somme de dens, valeurs de u comprises dans des classes 
differentes est congrue aK. Chaque racine de liquation (eu w} ? 
z = snu, est simple, sanf dans le cas ou elle annule la d^riv^e de 
sn#, ce qui ne peut avoir lieu que si le point js coincide ave^c 

FOB des points i, j, que nous supposerons marques dans 

Jc plan de la variable s et que nons d^signerons sous le nom de 
jpoints critiques. 

Soil (A) ane aire Umitde par nn contour simple et ne conte- 
naot auenDt point critique; soil z* ^p point sitc.e i i'intlrieur 
<k,(A);,soii esfin w.nne solution quelconqne <J liquation 
. H r^sulte de la ( theorie des fonctions implicit^s 
;et' Ae ce qu'on vient de dire ? qn 3 il existe une el une 
fonclipu $(z) satisfaJsanl ata conditions siiivlahte^': la 
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fonction A(*) est holomorphe dans (A); dans (A) elle rend snw 
identique a z quand on y remplace u par A(s) ; enfin, elle se re- 
dim a w pour z = . II est clair que toutes les fonctions que 1'on 
obtient en ajoutant un nombre entier de periodes 4K-i a&K/ aux 
fonctions fy(s) 9 aK <b(s) jouissent des deux premieres pro- 
prietes et qu'elles sont les seules fonctions analytiques qui, 
mises a la place de u dans la fonction snz^ la rendent iden- 
tique a z. 

Si done on considere une courbe (Z) du plan des , partant 
de Z Q et ne passant par aucun des points critiques, on voit, en 
fractionnant convenablement cette courbe, qu'il existe une fonc- 
tion analytique etune seule, u=b(z), reguliere en tousles points 
de (Z), verifiant en tous ces points liquation z= snw, prenant 
enfin la valenr U Q au point de depart 3 ; toutes les fonctions ana- 
Jytiques qui v6rifient liquation z = snu aux dififerents points 
de (Z) s'obtiendront en ajoutant un nombre entier de periodes a 
1'une des fonctions ^(5), aK ^(5). 

En tout point de la courbe (Z), on a, en regardant u comme 

egaH^(s), 

du i i 

~di~~ 



si Ton choisit pour chacun des radicaux \/i ^ 2 , \A~~ " 
-celle des determinations qui est ^gale a cnw, dnu. II importe de 
montrer que cette ^galit^ subsiste quand on se place, pour d^finir 
ies radicanT, a un point de vue un peu different. 

Consid^rons unpointquelconque^ 1 de la courbe (Z) etlavaleur 
correspondante u { = <ij(j\)' 9 attribuons aux radicaux \J\ z\ , 



y'l A 2 ^' les valeurs cn^j, dn u { et supposons que le long de la 
courbe (Z), en partant du point js 4? soit en avant, soit en arriere, 



on d^finisse par continuation, ks radicaux y/r 2 , y/i 
cela poarra se faire sans ambiguit^ puisque la courbe (Z) ne 

passe par aucun des points critiques rb i, ?; tout le long de 

(Z), si Ton regarde a comme 6gal a ^() ? les qaantits cnw et 
, dont les carr^s restent toujours dgaux 4 i z' 2 , i 



resterontrespectivement egales a y/i - ^ 2 ? y/i ^: 2 ^ 2 , ainsi qu'il 
r^sultede ia continuity. En a,doptantqes definitions pour y/i s- 7 
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y' i __ Jc*&, on aura done encore, tout le long de (Z), 

du _ i t 

~te ~ ^~-z* v/* * 2 - 2 

On en dduit, en se reportant a la definition de Tintegrale definie 
prise le long d'une courbe, Fegalite 



I'integrale est prise le long de la courbe (Z) a partir du point s a 
jusqu'i un point quelconque z de cette courbe, et c'est ordinai- 
rement pour le point de depart s que Ton fixe le sens des radi- 
caux. Telle est {'expression & laquelle nous voulions parvenir, 
qui represente, au mojen d'une integrate definie, une solution dc 
liquation G = snw. 

Quoique cette conclusion subsiste 6videmment, en vertu de la 
continuity lorsque la courbe (Z) vientaboutir a un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qu'aucun point 
de cette nature ne se trouve snr la courbe (Z). 

571, Si ? en conservant les points de depart et d'arriv^e ? bn 
remplace le chemin d'integration (Z) par un autre chemin d'in- 
lk gratioa (Zi ), ne passant par aucun point critique, on obtient 
encore 6videunment une solution de Pequalion s = snM. On pent 
d'ailleurs obtenir n'importe quelle solution en choisissant conve- 
naJ>lement le chemin (Z< ) : en effet, soit u^ une de ces solutions ; 
dans le plan de la variable #, joignons le point w au point u { p^ir 
pj5t chemin qaelconque (U^, qui toutefois ne passe ni par un z^r^o 
, ni par un ,p6Je de saw, et prenoa? pour chemin (Z, ) \$\ 
qoe parcourt le ,poiat s = sn^ lorsque le point u parcourt 
); ce che^ia!(Z|) ^ra fiai et ne passera par aucuu 
points critiques ; d'a,pr^s <>e qqi preq^de, I'expressiop 

^Jlstt*^, 

" < j. j 

<Z) 

caei so^t coatiaues le, long de ee < 
vale^rs initiales que dans ' 
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Dans ie cas ou les deux chemins (Z), (Z,) sont compris a 1'in- 
terieur (Tune aire telle que (A), ilfaut, puisque la fonction 1^(3) 
est holomorphe dans cette aire, que les valeurs des deux inte- 
grales soient les memes. 

S72. La fonction inverse de suu etant ainsi mise sous la forme 
d'une integrate definie, on verra, dans le paragraphe suivant, com- 
ment le calcul de cette inlegrale definie pent s'effectuer, quand le 
chemin d'integration est donn, an moyende series convergentes. 
Pour le moment, nous voulons dire quelques mots de 1'etude 
directe de cette ini^grale, etude qui, dans le cas ou tout est r6el, 
a te historiquement 1'origine de la throne des fonctions ellipli- 
qties et qui ? dans le cas general, pent se faire ai semen t an moyen 
des theories de Cauchy. Par exemple, la propriete qui vient d : 6lre 
signalee, relative au cas ou les deux cherains (Z), (Z, } sont com- 
pris dans une aire (A), resulte immediate men l de la propriete 
fondamentale des integrales prises eritre des limites imaginaires. 

Nous allons indiqner comment on peul, en general, etudier 
I'influence du changemenL du chemin d'integration, en nous 
bornant, ce qui suffit evidemment, au cas ou ^ est nul. 

Pour cela, nous nous placerons d'abord dans le cas general, ou 
fa est imaginaire. 

Imaginons quatre lacets partant du point o et entourant les 
points critiques. Chacun de ces lacets est forme d'un segment 
de droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, et 
se terminant en a, avant d'arriver a ce point, & une distance 
infiniment petite; puis d'un petit cercle, passant par a, d(5crit du 
point critique comme centre* D^crire le lacet, c'est partir du 
point o, suivre le segment de droite oa, tourner autoiir du point 
critique en suivant la circonference du cercle, puis revenir au 
^oint o par Je segment de droite. II resulte du tbor6me d^ 
Cauchy que tout chemin partant de o et aboutissaut au point s 
donne pour Tint^grale la m^rae valeur qu'un chemin compost 
d ? un certain nomt>re de lacets, ais6 a determiner dans chaque 
example, et d'un chemin arbitrairement choisi partant de o et 
afcbutissant &;s; on prend pour ce dernier chemin le segment 
$e d*oite ; ; qui ira de o ^ ^, lorsque ce segment ne con-tieM ancun 
point critique j 
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II esl bien enlendu que lorsque le chetnin d'integration (qui 
ne doil passer par aucun point critique) est fixe, on suppose, 
pour specifier le sens de Fintegrale, que les radicau* ont une 
valenr determioee (zri) pour s = o, et que le long du chemin 
leur determination resulte de la continuation. 

Nous allons d'abord calculer les valeurs de Fintegrale prise 
le long des lacets, en supposant que les radicaux aient la valeur 
i a Torigine. 

Gonsiderons le lacet relatif an point critique -f-i. En suivant 
le segment oa, on obtient d'abord une integrate qui est infini- 
ment voisine de 



ceite derniere intcgrale est precisement celle dont 1'etude a ete 
1'objet essentiel du Chapiire precedent: en employant les nota- 
tions de ce Cbapitre, on la designera par X(A* 2 ). II convient 
actuellement de regarder le nombre A' 2 r^x comme une donnee; 

i\' 
si, dfes lors, on prend pour - la valenr 7= -^- on a, comme on 

Pa vu, X=^K., \':==iK/; c'est ce que nous supposerons de- 
sormais. 

On doit ensuite decrire, dans un sens on dans Tautre, le petit 
cercle, doni nous designerons le rayon infiniment petit par p; 
on reconnait immediatement, au moyen de la substitution 
s=i-hp'?, que Tintegrale est infiniment petite; lorsqu'on a 
fait le tour du cercle, Pargument du facteur i z a vari6 de arc, 
ceux de i 4- z et de i k^z 1 n'ont pas change, le radical a done 
change de signe; lors done qu'on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de 
Vintegrale sera, a un infiniment petit pres, egale a K, comme la 
premiere fois. 

En r&>umj et puisque 1'integrale, prise le long de tout le lacet 
relatif au point critique i, ne depend pas du rayon p du cercle, 
elle est pour tout ce lacet gale 2K. 

Passons au lacet relatif au point Un raisonnement tout pareil 
montrequej pour ce lacet } la valeur de Tintegrale est egale au double 
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de celle de Fintegrale 

i 

dz 



y* dz 



Faisons, dans cette derniere integrale, la substitution z = -r qui 
n'altere pas le caractere rectiligne de ^integration ; on aura 



dz 




les radicaux qui figurent dans la seconde integrale ont toujours 
la valeur + 1 pour z r =o : cette seconde integrale est done, en 
adoptant encore les notations du Ghapitre precedent, egale a 

X f ^ ) D'apres les formules (CKX 4 ), cette derniere quantite est 

egale a v/P[X(^ 2 ) qp iTL'(k*)], ou la partie reelle de ^ esi 
supposee positive, et ou Ton doit prendre le signe superieur on 
le signe inferieur suivant que le coefficient de i dans A" 2 est po- 
sitif ou negatif ; la determination specifiee de \Jk* est egale a k, 
pour la valeur choisie de T (CXIX 4 ). La valeur de 1'integrale pour 

le lacet relatif au point -, est done aKqr afK'. 

La valeur de 1'intdgrale pour les lacets relatifs aux points i, 
T est respectivement egale a aK, 2&: 2jR r . 

S73. 11 nous reste a examiner le cas ou k est rel. Nous nous 
bornerons a quelques indications relatives a la supposition 
o < k < i ; il est alors n^cessaire de modifier le lacet relatif au 

pointy pour 6viter le point critique i. On composera le lacet 

d'un segment de droite allant du point o a un point a infiniment 
voisin du point i, d'un demi-cercle aa' situe dans la partie supe- 
rieure du plan et dcrit du point i comme centre, d'un segment 

de droite <x'[3 allant jusqu'a un point (3 infiniment voisin de-r? 

d'un petit cercle passant par (i et d^crit du point 7 comme centre, 
enfin da chemin dej& d^crit ^a'ao. 
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La seule difficulte consiste a evaluer 1'integrale rectiligne prise 
entre les limites ' et j3. On observera tout d'abord que, en par- 
courant le demi-cercle aa', 1'argument du facteur i z diminue 
de ~, tandis que ceux des facleurs i 4- 2, i fcz 1 ne changenl 
pas; il resulte de la que la valeur du radical le long du chemin 

*' j3 est egale a i\ z- i \ i /i--, oul'onentendpar^- i, 
\t i k-z- les determinations positives de ces racines. L'integrale 
rectiligne que Ton veut evaluer entre les limites a' et j3 est done 
infiniraent voisine du produit de i par Fintegrale 



ds 



or cette derniere intdgrale, dont la valeur ebt i^elle et positive, se 
transforme par la substitution reelle 



dans Tim^grale reelle et positive 

i i 

/ dv 

qui est egale a x(A-'-), c'est-a-dire a K'. On trouve ainsi que 
Pintegrale envisagee, prise le long du lacet relatif an point cri- 
tique > est egale a 2K. -r ai'K/; on trouverait de meme que cette 

mtegrale, prise le long du lacet relatif au point critique j , est 
egale a aK aiK'. 

Ces resultats pourraient d'ailleurs aussi se deduire de ceux du 
cas general ou | est imaginaire par un passage a la limite qui, 
toutefois, demande quelque attention. 

En r&5um<5, les conclusions ^tablies pour le cas general sub- 
sistent dans tous les cas. 



.^ H importe de ne pas oublier que, d'apr^s ce qui precede, 
lorsqu'on a parcouru un lacet et qu'on est ainsi revenu au point o, 
un des radicaux et un seul a ehangi de signe. II r<sxilte de 14, en 
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particulier, que si Ton parcourt une seconde fois le meme lacet 
en gardant la nouvelle determination des radicanx, on obtient 
pour ce second parcours une valeur de 1'integrale egale et de 
signe contraire a celle qu'avait fournie le premier parcours, de 
sorte que si le chemin d'integration comprend deux fois de suite 
le mme lacet, cette partie du chemin pent tre supprimee. De 
mfime, si Ton parcourt successivement deux lacets differents, en 
partant par exemple de la valeur + t attribute atix deux radi- 
caux, la valeur totale de Pint^grale prise le long du chemin forme 
par ces deux lacets est egale a la difference entre la valeur cal- 
cule plus haut pour le premier lacet et celle calculee plus haut 
pourle second lacet. 

Nous sommes a meme, d ? aprs ce qui precede, d'evaluer la 
valeur de 1'integrale prise le long d'un chemin compose unique- 
inent de lacets. Si le chemin est compose d'un nombre pair 
de lacets, on revient au point o avec la mme valeur pour le 
produit des deux radicaux ? et Ton reconnait sans peine que la va- 
leur de 1'integrale est de la forme 4^& + a/&'K/, ou n et n f 
sont des entiers qui dependent de 1'ordre dans lequel on parcourt 
les lacets. Si le chemin est compose d'un nombre impair de lacets 
on revient au contraire au point o avec Fun des deuxradicaux 
ehang de signe, et la valeur de I'int^grale est de la forme 
aK + 4#K + 2tt'zK/. Dans les deux cas, on pent d'ailleurs tou- 
jours determiner 1'ordre de ces lacets de fagon que n et n 1 pren- 
nent des valeurs entieres quelconques prescrites a 1'avance. 

Si Ton consid^re maintenant la difference des valeurs de 
int^grales de la forme 

dz 




ou les limites sont les m^mes, mais ou les chemins d'integration 
different, on voit de suite que ceite difference peut etre remplacee 
par une seule integrate ou le chemin d'integration part de o pour 
aboutir o, c'est-i-dire par une de ces integrales que nous venons 
de calculer. 

L'evaluation de 1'integrale, pour un chemiu d'int^gration quel- 
conque, est ainsi ramen^e a celle de cette integralepour un chemin 
arbitrairement choisi, au calcul de K ? K^ et au calcul des nombres 
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entiers /?, n 1 ', que nous avons appris a determiner dans chaque cas 
particulier* 

Les proprietes de Pintegrale C . ~=== 9 que nous 

J /I-- 2 /*-* 2 * 2 

venons de retrouver par la methode de Cauchy, jointe a ce fait 
que Pequation differentielle 



permet de definir z comme une fonction holomorphe de u ('), 
fournissent les elements essentiels d'une theorie de la fonction 
snu. Elle serai t Panalogue d'une theorie de la fonction sinw, qui 

serait fondee sur les proprietes de ['integrate / .... " > et qui, 

j v i & 

ainsi, procederait dans Pordre inverse de celui qu'on suit habi- 
Luellement dans la theorie des fonctions circulaires. 

o75. Ces resultats se gen^ralisent immediatement, 
On a prouve que toute fonction doublement periodique du se- 
cond ordre/(#) verifie une Equation differentielle de la forme 

f -JT j rr= R(^), ou R(^) designe un polynome du troisi^me ou du 
quatrieme degre en z. II resulte de la tout d'abord que la fonction 

i(s') = / " fournira la fonction inverse de /(w), fonction 
Js 



inverse dont les proprietes peuvent elre deduites soit des pro- 
prietes supposes connues de la fonction /(M), soit de Tetude 
directe de Pintegrale. Si R(js) est de la forme 4^ 3 g*z g^ 
on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par 1'autre, les pro- 
priet^s de la fonclion inverse de pu. 

L'etude directe de Pintegrale / t est d'ailleurs toute pa- 

I fa(*) [ 

reille a celle de Pintegrale C z ; 1ftspmnt.snrrt.innfts 

J /I *! /!_****> ^ ^ 

sont alors les racines de Pequation R(JS) = O. On est amen6 a 



( l ) Cette belle proposition, que nous nous contentons d'enoncer, est due ft 
Briot et Bouquet. Lear demonstration a e"t6 comp!6tee sur un point important 
par M. E. Picard (Bulletin des Sciences mathematiques, p. 19^; 1887). 
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introduire trois ou quatre lacets partant de s et entourant les 
points critiques, suivant que R(s) est du troisieme ou du qua- 
trieme degre. Bornons-nous a ce dernier cas; la seule difference 
importante avec le cas particulier que nous avons etudie con- 
siste dans la ndcessite d'etablir la relation a (3+y = 
entre les valeurs des integrates relatives aux quatre lacets. Cette 
relation, evidente dans notre cas particulier, s'obtienten partant 

r ds 
de ce que 1'integrale / ? prise le long d'un cercle de rayon 

infini, est nulle; elle permet de montrer que les valeurs di verses 

que peut acquerir Tintegrale / . " . sont comprises dans deux 

J 5o v/R(-) 

classes; les valeurs d'une m^me classe sont congrues, moduli* 
2(a P), 2 (a y) jlasotnme de deux valeurs appartenaut a deux 
classes differenles est congrue a 2 a. Cette proposition, jointe a la 

propri^lede Inequation diflerentielle (^-) =R(-s) de definir z 

comme une fonction univoque de , perniet de montrer quecette 
fonction est une fonction doublement periodique, quel que soil 
le polynome R(-s), suppos^ toutefois sans racines egales. 

Cette derniere propriete sera^tablie, dans le prochain Volume ? 
d'une fagon toute differente, en restant dans 1'ordre d'idees qui 
nous est habituel. 



II. Evaluation de u connaissant snw ou 



576. Nous allons maintenant resoudre simultanement les deux 
questions suivantes : 

i (> Effectuer an moyen d'une serie convergente le calcul de 

Pintffrale / ~ -- P r ^ se ' e l n S d'un chemin deter- 

6 .A, /i-^V/i^* 1 ^ 
mine (Z) ne passant par aucun des points critiques. 

2 Etanl donnees deux valeurs concordantes z et d de snw et 
de sa d^rivee sn'w, c'est-a-dire deux valeurs z, s f li^es par la 

(') Voyez SCHWARZJ Formule$ f etc., p. 67. 
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relation 5'- 'i ^-) (i A* 2 - 2 ), trouver une valeur de u qui 
verifie les deux equations z = sn w, ,3'=. sn'&. 

Nous supposerons tout d'abord que Ton a||<i et nous 
pre\enons, une ibis pour toutes, que le radical \/i A" 2 2 sera 
regarde comme ayant la valeur i pour z o, et ses determina- 
tions successives le long du chemin d'integration comme en 
resultant par continuation. Quant au radical y'i 2 , nous nc 
specifierons pas d'abord sa determination, mais i\ est bien en- 
tendu que celte determination devra aussi, le long du chemin 

d'integrationj resulter par continuation de la valeur initiale. 

i i I 
Avec le ravon |r|, du point o comme centre, decrivons un 

k 



i \ 



_ 
cercle f; a linterieur de ce cercle, yr A 2 ^'- est une fonction 

holomorphe (dont la partie reelle est toujours positive), et Ton a 
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Supposons que le chemin d'integration (Z) qui ne passe par 
aucun point critique reste tout entier a Finterieur de F, ce qui 
implique la condition | k* \ < i pour la limite supdrieure de I'int6~ 
grale. Divisons les deux membres de 1'egalit^ prec^dente par 
y/ 1 5- et integrons le long de (Z) entre les linaites o et s, ce qui 
est ^videmment permis; nous aurons 



f' ch = f dz , ^ 

J, ^iT^Tay'i A5* jf c v^T'" 1 "* 




L'identite 

2/l^/__ 12rt I )^~ 2 = / 

conduit ais^ment a la suivante (*) : 



(') En faisant tendre s vers i, par valours positives, o& trouve ais^ment 
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ou Ton a pose 



r ^dz i.3...fan-i)r T dz r^i - 
j ^ a -M~ a ~jf ^ -fcW^ 




Cette relation, sous la supposition ||< i, permet de transformer 
la serie de maniere a obtenir la relation 



7T 



oil ^i, a 2 , ... designent les mmes coefficients et X(#) la meme 
fonction qu'au n 536. 

La serie qui figure dans le second xnembre peut tre regardee 
comme tine serie a double entree dont le terme general serait 

ey f. ( f\ > i ____ n \ 

Q>n * -"* ( , _ \ k* n z* v ~*i v prenant les valeurs 1,2, . . . , OD. Cette 

serie est absolument et uniformement convergente pour tous les 
points s situes a Tinterieur et sur la circonference de F. Si, en 
effet, on pose | k \ o, n = v -r-p^ son terme general est, en va- 
leur absolue, inferieur ou egal a 



+1 _ 
~ 



p 



Or, la serie a termes positifs 

2.4 a. 4-. .(av 2) 

- - 



est convergente, comme il resulte immediatement de la regie de 
Gauss relative au rapport d'un terme au precedent; designons-en 
la somme par A^ +1 ; comme a p + { est plus petit que a pj il est clair 
que A^ +I sera plus petit que A^; d^s lors, il est manifeste que la 
s&ie a termes positifs 

A! p -f- A 2 p 3 -:- . . . -^ A p 2 ' 1 - 1 -4- . . . 
est convergente, puisque Ton a p < i . La somme de cette serie est 
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superieure a la somme d'autant de termes que Ton voudra, pris 
dans la serie a double entree 



n, V 



et la proposition enoncee est done demontree. 

On ea canclut que la relation obtenue subsiste quand le cheinin 
d'integration vient aboutir en un point 5 de la circonference du 
cercle F. 

577. Supposons maintenant que, pour 2 = 0, y y i - soit pris 
egal a i et considerons 1'identite 



/i z* a 

la quantite w-f- >/i z 2 ne s'annule pas; des lors, on peut sup- 
poser que les fonctions y/i *'-, log(/5+^'i 5-) sont deter- 
minees le long du chemin d'integration parleurs valeurs initiates 
+ 1 : o, pnis par continuation, et Ton aura 



r dz _ i 

1 y/r=^ ~ ? og 



S78. 11 est aise de voir, en partant des proprietes de la fonction 
sin,3, que le premier membre de Tegalite precedente pent aussi 
^tre defini comrae il suit : Considerons un plan dans lequel on ait 
pratiqu deux coupures allant, Tune de -4- 1 a -hoo par Taxe des 
quantites positives, Pautre de i a oo par Taxe des quantites 
negatives; arc sin^ peut etre regard^ comme une fonction holo- 
morphe dans ce plan, fonction dont la partie r^elle est comprise 
enlre ~ et -h ^ et qui v^rifie identiquement Fequation 

sin(arcsin^) ^. 

rd~ 
- J ~^~~ coincide avec arc sin s tant que le chemin 
, v^i-- 2 ^ 

d'iniegration n'a pas traverse de coupures; elle se change en 
TC arcsin^ quand on traverse la coupure de droite et en 
ft arc sin z quand on traverse la coupure de gauche, de sorte 
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qu'en traversant les coupures dans un ordre convenable, on 
obtient telle determination que 1'on voudra de la fonction inverse 
de sin^. 

La premiere question posee an debut est resolue quand le che- 
min d'integralion ne sort pas du cercle F. 

S79. Nous allons maintenant etablir la proposition suivante : 
Quelles que soient les determinations attributes au logarilhme et 
au radical y/i s 2 , Fexpression 

(GXXVJIi) u= ^ 




satisfait a 1'equalion sn it. 

En effet, modifier la determination du logarilhme revienl a ang- 
menter u de la quantite 



ou n designe un entier. De m^me, changer \Ji z- en \J i ^ 2 
revient a changer log (z's -t- \,' i z 2 ) en 

(2/1 + 1)7:4 log (LJ + /i ,3 2 ), 

ce qui revient a changer M en (4/i-^'i)K w, ou ft est un 
nombre entier. 

L'eqnalion (CXXVIIj) definit une infinite de fonctions holo- 
morphes de z dans le cercle F. Si, par exemple, on introduit dans 
ce cercle deux coupures rectilignes allanl ? 1'une du point -(- i jus- 
qu'a la circonference deTparl'aze des quantites positives, I'autre du 
point i a la circonference de F parPaxe des quantites negatives, 
ii est clair que, dansFaire F ; ainsi deduite du cercle F, les fonc- 
tions y/i z-j log(^-f-^/i z 2 ) peuvent etre d^finies comme 
des fonctions holomorphes de , en regardant les valeurs de 
\/i~^ 2 et de log (is -4- \fi-z 2 ) comme elant respectivement 
egales a i et a o pour s~ o; la partie reelle de \Ji z 2 sera alors 
toujours positive et la partie reelle de - log(iz+ v/ 1 z *) sera 

TT 1C 

comprise entre et H 

On peut d'aillenrs proceder tout autrement et definir d'nne in- 
T. etM.-III. 17 
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finite de facons des aires limitees par un contour simple, situees a 
Finterieur de F, dans lesquelles la fonction definie par le second 
inembre de Tequation (CXXV1I,) soil holomorphe. 

Si Ton consid^re une telle fonclion *?(-), on aura, pour 
chaque point de la region ou elle est defmie 

sn[T(5)] = - 
el, par consequent. 



dz sn'Vfs) 



il suffit de prendre la derivee de I'expression de (^) ou, plutot, 
de se reporter a la facon meme dont cette expression a ete obtenue, 
pour reconnaitre que Ton a 



en altribuant au radical y'i ^ 2 la meme determination que 
dans ^{z}' 

Si Ton considere maintenant une courbe quelconque qui ? tou- 
tefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de F, 
les deux membres de Fequationprecedente pourront etre regardes 
comme des fonctions continues de 5, regulieres en tous les points 
de la courbe, de sorte que, en designant par s et ^ les extremites 
de cette conrbe, on aura Fegalite 



on a ainsi, sous une forme plus generale, la solution de la pre- 
miere question, tant que le chemin d'integration ne sort pas de T. 
On voit aussi que, si Ton se donne les valeurs concordantes 
5, z f de sn, sn ; & et si Ton prend dans W(-) pour la determina- 
tion de ^i s 2 , 



on aura sn = 5, sn'w = z 1 , en regardant a comme egal a T(s). 
f^a seconde question est done aussi r6solue quand le point s n 7 est 
pas en dehors de F. 
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580. Restons toujours dans le cas ou Ton a |A*[ < i. 

Nous avons suppose que le chemin d'mtegration ne sortait pas 
du cercle (F) ; nous allons supposer maintenant qu'il ne sort pas 
de la region (y) extdrieure au cercle de rayon un decrit de o 
comme centre; les deux regions (F) et (y) ont tine region com- 
mune, en forme de couronne, dans laquelle conviennent, et le 
developpement que nous venons d'etudier et celui que nous 
allons etablir. 

Partons des relations (LXXIT 6 ) 

T r, i ,, .,>> sn'w 

sn(z4- zK } == T , sn (u -f- iK ) =- 



ksnu 

Soient s, z 1 des valeurs concordantes donnees de snw, sn^/, el 
dont la premiere est, en valeur absolue, superieure on 6gale a i. 

Puisque la valeur absolue de A' -^ = - est, au plus, egale a i, on 

pourra, en appliquant la rgle prec^dente, trouverune \aleur de 
u + j'K/ qui satisfasse aux equation^ 

sn(n + i'K') = > sn f (^fK')=- * 

et en deduire la valeur de u qui satisfait aux equations 

sn u = z, sn' u = s r , 
a savoir 



<GXXVII 2 ) 



I V-lfc 2 .*!!. (i)- 

\ nr=l 

/ 

La valeur de i /' i 7^-7 est determinee par Tegalite 
V k " s * 




/ __ i_ 



dans laquelle on suppose positive la partie reelle de I/ i - 
La seconde question est resolue. 
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581. Pour ce qui est de la premiere, regardons z comme un 
point variable de la region (y); la derive du second membre de 
1'equation (CXXV1L) est 



oil Ton suppose que i r - est la fonction de z, holomorphe 

dans (y), dont la partie reelle est positive. Quant a t/ i ^j 
sa determination est la mme que dans 1'equation (CXXVII 2 ). Si 
done onconsidereune courbene penetrantpasendehorsde (y); si 
Ton designe par ^\ (3) une des determinations du second membre 
de ^equation (GXXVIL) qui soil continue le longde cette courbe 
et qui soit reguliere en tous ses points, on aura 




en supposant que Integration ait lieu le long de la courbe consi- 
deree : or ? le second membre n'est autre chose que ( ! ) 

jf t-.-yx-W 

si Ton suppose que Ton ait le long de la courbe 



On sait done effecluer les integrates de la forme 

dz 




le long d'une courbe determinee entre ^ et 5, pourvu que cette 
courbe ne sorte pas, soit de la region F, soit de la region v; si la 
courbe a des points dans les deux regions, on la separera en 
parties dont chacune soit situee tout entiere dans 1'une des re- 
gions, et 1'oa fera la somme de ces integrates partielles. 



( ') II est i peioe utile de faire observer qu'il n'y a pas lieu de tenir compte 
w de la restriction impost a la definitioa de y^r tfz* au debut du paragraphe. 
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S82. Les series qtie nous avons oblenues ne convergent que si 
I'on a | k \ < i , et elles ne convergent rapidemenL que si la quantite 
| A* ] est tres petite ; nous allons en deduire, au moyen d'une double 
transformalion de Landen, d'autres series qui, d'une part, sont 
tres bien appropri^es an calcul numerique et qui, d'autre part, 
conduisent facilement a la determination d'une solution des equa- 
tions pu = P, > r u~ P 7 , ou Pet P' sont des nombres donnes con- 
cordants, c'est-a-dire lies par la relation P' 2 4?* g^ g$- 

Nous commencerons , en supposant [A*|<i, |A"5|<i, par 
transformer les resultats dun S80, en y changeant u en K u, 

i / cnu d cnzd & . . , 

ce qui change SUM, sn u en -= , -r- $ -- JtLntenantcorapte de 

ce que X (A 2 ) est egal a et de ce que Ton a, en negligeant les 
multiples de 2i:z* 9 

log ( is 4- /r^2 ) = ^i __ 



la formule fondamentale (GXXVII<) devient 



et la valeur de u que Ton vient d'^crire satisfait, quelles que 
soient les determinations du logarithme et du radical y/i s 2 , 
aux deux Equations 

CI1Z/ d CriU / r > rr-7- 

= 5, -T- -i = vi s* /i a * 8 > 



dna ^' rfw dnw 



ou la partie reelle de y/i A" 2 5 2 est positive. 

Dans les egalites qui precedent, regardons pour un moment k 
comme une fonction de T, et cnw, dnu comme des fonctions de u 

et de T; changeons partout T en 4'? puis w en ^ (i+y/T'J 2 ; en 

observant que, en vertu des Equations (XL 1?2 ), (LXXI 7)8 ) et de la 
relation (a) du n531, on a 



en 1 -1 
6- 



T. et M -- III. 17- 
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_i-A' 



ou b est mis a la place de v/^(4~J = - -j=;> nous arrivons au* 

1 * i -r- v k 

conclusions suivantes. 

Supposons toujours | b \ < i et posons, pour abreger, 



F( 



pourvu que 1'on ait | 6 2 s 1 <i, on satisfera aux Equations 



ou/ ; (9) designe la derivee de/(Vj par rapport a 9 et ou la partie 
reelle de y'i 6 4 js a est positive, enprenant v = Y(s). II est bien 

ontendu'que, dans Pexpression de F (5), y/i 5 2 a la meme signi- 
iication que dans la seconde des equations a verifier. 

583. Pourvu que Pon ait toujours [ b*z \ <i, 11 est clair que la 
merae conclusion subsisterait si, dans les egalites precedentes, 
r etait remplace par 9 aK'; d'ailleurs le changement de 9 en 
r aK' change dno en dnr et bf(v] en -^ ; done, pourvu 
que Von ait | b-z \ < i , on satisfera aux equations 



en prenant 9 2z'K ; ~ F(c); il est bien entendu que, dans Pex- 
pression de F(u), \]\ & a le meme sens que dans la seconde 
equation a verifier que nous venons d'ecrire. Or, si Pon se donne 
tlap, Pune des quantites bf(v), ^ est inferieure ou ^gale a i, 
e0 valenr absolue; si done on se donne pour dn^ et dn^P deux 
\aleurs concordantes, on pourra toujours calculer 9 au mojen 
d'un dveloppement F(^) dans lequel on a \bs\<i, done 
!^-u|<i. Dans la pratique, ou c'est x qui est donne, si Pon 
prend 7= , b devient la quantity que nous avons designee 
dans le Chapitre precedent par ft quantit^ dont la valeur absolue 
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est loujours plus petite que i et pent meme etre rendue plus pe- 
tite que ; la serie F(j) est alors rapidement convergente. 

584. Le theoreme final du n 582 pent elre enonce sous une 
forme legSrement differente quiva nous 6tre commode. 

Si Ton se donne im nombre P O tel que Ton ait |& 2 /(?o) l^ 1 - 
et que Ton remplace dans F(s), x par /(r ) et \/i s- ou 

V/i /(P ) par - -*bf(^ __ ., ou i/i-6y^(p ) a sa 
l ; P V y V ; 



partie reelle positive, F(s) prendra une valeur c' qui ? d'apres 
1'enonce de ce theoreme, satisfera aux Equations 



danslaseconde desquellesil est bienentenduque \/ J [ ~/' i ( r o) a ^ e 
mme sens que dans F(-s); mais le second membre de cette mme 

equation, en vertude la determination attribute ay i / 2 (t'o) 5 n '^st 
autre chose que ~ 2 /./ ; done on satisfera aux equations 

1 K 



enprenant c F(^), ou s doit ^Ire remplace par^p^) ety'i - 2 

par 

^ (i 

88S. Nous transformerons ce dernier enonc6 en passant des 
fonctions sn, en, dn a la fonction p par les formules (LXVII). On 
trouve tout d'abord, en posant p = u \ie { e 3 , 

f'l 
^ } ~ 



Si maintenant on pose ^> = u^\/e^-e^ on arrive au resultat 
suivant : 
Si Ton se donne le nombre U Q , on satisfait aux equations 



en posant u= _!^ -Ffc), ou z et y/i z 1 sont determines 
r 
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par les formulas 



a condition que Ton ait 



586. Supposons maintenant que Ton se donne non pas w ? 
bien Icsvaleurs numeriquesconcordantesPetP' de pu$el p f u Q .ljQ 
nombre ?/ n'est determine par les valeurs P et P' qu'a un multiple 

presde ato { et de2o) 3 ; nous pouvonsle supposertelque^A' / ^ 32 (?/o) 
ait sa partie reeJle positive, puisque, si cette condition n'est pas 
verifiee pour ;/ , elle le sera certainement pour zj -[- 
[puisque 32 (#o -r 2o> 3 ) = %M(U O }]. Pour cette valeur de 



(11$) sera donne par la determination de - 3 qui, multipliee 

^ VP-^^ 

^'A"', a sa partie reelle positive. Dans ces conditions, on aura 

I bz !<i (et a fortiori \b*z < i), puisque le point \Jk!^j=== 

est plus voisin du point i que du point i. Nous pouvons done 
enoncer la proposition finale que voici : 

Si Von se donnedeux nombresponcordantsVet P' 5 onsatisfera 
aux equations p u = P, p/u = P 1 ', enposant u == l F(s), 



ccxxvii,) = ^";/' u ^--" ^r-- ; - - 2 a 6in ^). 

06 i et ^ i ^ 2 sont determines par les formules 




- P' 
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Rappelons encore une fois que les parties reelles de y 7^- b*z" et 
de \/'k f - sont positives. 

587. Dans la pratique, c'est la valeur de & 2 ~ x que Ton donne 
et Ton pent supposer que x appartienne au plan (5) ; il est alors 
naturel de prendre, en conservant les notations du Chapitre pre- 
cedent, -u ~ ; on a vu que 1'on a alors 



y 1 



On a toujours | (3 [ < i , et meme | p | < -* si le point % est dans 
la region (C C { D ). Dans ce dernier cas, la serie V a n $' tn (j n (js) 

n=l 

converge tres rapidement. On peut d'ailleurs, dans tous les cas, 
obtenir ane limite superieure de 1'erreur commise en ne conser- 
vant dans cette serie que les n premiers termes ; Tinegalite 
| PS < i entraine, en effet, Finegalite | $* n Q*(s) |< | p | 2/ ^' g ;i (i) ; 
il r&sulte de la et de la valeur calculee plus haut, pour ^(i), que 
le reste considere est inferieur en valeur absolue i 



Notre serie a ^te ordonnee ? jusqu'ici ? suivant les puissances de [3. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de 1'ordonner suivant les 
puissances de z] c'est sous cette forme que les resultats figureront 
dans le Tableau de formules. 

Si le point x n'est pas situe dans la region (C C< D ), confor- 
meinent a la marche suivie a la fin du Chapitre precedent, on corn- 
men cera par lui substituer le point correspondant x de cette re- 
gion, etFon appliquera d'abord les formules prc6dentes comme 
si ce point x 6tait le point donne; les series conservent alors toute 
leur convergence. Au moyen des formules (CXX1I), on peut ne 
laisserfigurerdans les resultats que les donnees etc'estainsiqu'ont 
<*te obtenues les formules (CXXVIII) du Tableau de formules. 



266 CA.LCUL INTEGRAL. 

Les simplifications qu'introduit Fhypothese que ya el fa sont des 
nombres reels sont d'ailleurs evidentes. 

588. Nous avonsvu(n os 583-586) comment, etantdoimeesdeux 
valeurs concordantes D, D' de dn M, dn' u on deux valeurs concor- 
dantes P, F de JDW, JD'M, on pouvait trouver u&a moyen de series 
tres comergentes; u est determine a des multiples pres de sK, 
4zK' dansle premier cas, de aco M a<o 3 dansle second; quant aux 
valeurs de K, K', to,, o> 8 on a appris dans le precedent Cliapitre a 
les obtenir aussi an moyen de series tres convergenles quand on se 
donne /; 2 ou g, g$. Si 1'on se donne deux valeurs concordanles 
S, S' desn^ 7 sn'w, il suffira, pour obtenir u, de passer par Fin- 
termediaire de D ? D' au moyen des formules 



ou Ton choisira arbilrairement la determination du radical. Ayant 
trouve une valeur de u qui fasse acquerir a dnz^, dn f u les valeurs 
Dj D', on sera certain que cette valeur fera acquerir aux fonctions 
snu, sn'z/ soit les valeurs S, S', soit les valeurs S, S'; dans 
le dernier cas on ajoutera aK a la valeur trouvee-, d 7 une solution 
des equations sn u = S, sn'z^ = S, on deduira toutes les autres, 
en ajoutant des multiples entiers de 4K, azK.'. Des observations 
analogues s'appliqueraient au cas ou Fon donnerait des valeurs 
concordantes C, C' de cnz/, cn^w. 

S89. En terminant ce Cliapitre, il convient d'observer que le 
problemepose au commencement du n 576, probleme qui consis- 
tait a evaluer, le long d'un chemin quelconque donne ne traver- 
sant ancun point critique, Fintegrale 



r"t J 

u 



dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s'il a ete 
r6solu dans les numeros 576 et suivants, ne Fa ete qu'imparfaite- 
ment au point devue pratique. La serie qui, pour[^|<i, fournit 
la valeur de cette integrate ne peut, en efFet, ^tre reellement uti- 
Hsee que si j k \ esl petit. A la verite, on peut toujours ramener 
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a ce cas, par des transformations convenables, revaluation de Pin- 
tegrale envisagee comme aussi Pintegrale 



dz 



definie d'une fagon analogue; mais on ne s'est nullement occupe 
de 1'influence de ces transformations sur le chemin d'integration, 
et une pareille etude, possible sans doute sur des examples nu- 
meriques, n'est pas sans difficulte dans le cas general. 

Si Ton veut n'emplojer que les series tres convergentes dont il 
a ete question dans les derniersnumeros, les problmes relalifs u 
1'evaluation des integrates qne nous venoris de citer ne sont re- 
solus qu'a des nombres entiers pres. Occnpons-nons, par exemple, 
de la derniere. Se donner <5 et la valeur initiale du radical, cela 
revient a se donner les valeurs initiales concordantes P , P' ; le 
chemin d'integration etant donne, on pent suivre, tout le long de 
ce chemin, les valeurs du radical; on parvient ainsi aux valeurs 
concordantes finales P 13 P' r Si Ton designe par z^ , u\ des valeurs 
de la variable u qui satisfassentaux equations 



la valeuv de Tint^grale consider^ sera de la forme 
u { UQ 



ou n { et /z 3 sont des entiers qu'il resle a determiner. Cette d6ter- 
mination, comme on le verra dans nn prochain Chapitre, n^offre 
pas de difficultes serieuses lorsque g% et g% sont reels. Nous ver- 
rons aussi que la determination des nombres analogues dont d- 
pend la solution pratique du probleme analogue concernant la 
premiere integrate est aisee lorsqne /i 2 est reel, positif et plus 
petit que i. 
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